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dem sm mum 


Aan de student - Wiskunde? 


Dit boek hebben we geschreven met jou voor ogen, niet in de eerste plaats voor 
de docent. Het voorwoord bestemd voor de docenten staat dan ook verderop 
in deze inleiding. 

Wij hebben ons best gedaan om te laten zien dat wiskunde een nuttig en han- 
dig stuk gereedschap is. 


In je toekomstig beroep en in de vakliteratuur — of deze nu technisch of eco- 
nomisch van aard is — blijkt wiskunde een belangrijk middel te zijn om er pro- 
cessen en situaties uit de praktijk mee te beschrijven. Wiskundige begrippen 
en formules spelen dan ook vaak de rol van communicatiemiddel. Zo is een 
afgeleide van een grootheid niets anders dan een maat voor de verandering van 
die grootheid in de tijd of de ruimte en dat begrip kom je bijna overal tegen 
waar wiskunde wordt toegepast. Een integraal is een vaak voorkomend begrip 
om ingewikkelde processen stap voor stap te beschrijven en te berekenen. 


Over deze twee kernbegrippen, afgeleide en integraal, gaat dit boek. Ze zijn de 
basis van wat men de hogere wiskunde noemt, ook wel differentiaal- en integraal- 
rekening. (Engelse leerboeken hierover hebben vaak het woord calculus in de 
titel.) 

Het eerste hoofdstuk, hoofdstuk 0, begint nogal eenvoudig. Wat rekenen met 
letters, zo lijkt het. Maar het is belangrijk dat je die rekenvaardigheden goed 
onder de knie krijgt. Natuurlijk kan de computer je tegenwoordig veel saai re- 
kenwerk uit handen nemen: dat gebeurt dan ook in dit boek. Maar ook dan 
is beheersing van de basisbegrippen en basisvaardigheden noodzakelijk, even- 
als in de meeste beroepsgerichte vakken. 

In hoofdstuk 1 staan alle oude en enkele nieuwe wiskundige begrippen bij el- 
kaar die je nodig hebt om de differentiaal- en integraalrekening goed te kun- 
nen toepassen in de daarop volgende hoofdstukken. Een echt nieuw onder- 
werp vormen de complexe getallen, en wellicht ook rijen en reeksen. 

In hoofdstuk 2 zijn alle onderwerpen en toepassingen te vinden die verband 
houden met het begrip afgeleide. Het onderwerp is niet nieuw; de verdieping 
en een aantal toepassingen zijn wel nieuw. 

Hoofdstuk 3 gaat over het oplossen van ingewikkelde, niet-lineaire vergelij- 
kingen met één onbekende, waarbij je de computer dient te gebruiken. Bij twee 
van de behandelde methoden wordt gebruik gemaakt van de differentiaalre- 
kening. Deze stof is in de vooropleidingen niet aan bod gekomen. 

In hoofdstuk 4 vind je het voor de meeste propedeuse-studenten nieuwe on- 
derwerp integraalrekening. De theorie wordt opgebouwd vanuit het begrip op- 
pervlakte, net zoals dat gebeurde bij het ontstaan van dit onderdeel van de wis- 
kunde. Theorie, oefeningen en toepassingen komen ook hier alledrie aan bod. 


Elk hoofdstuk is opgedeeld in leereenheden. 

Iedere leereenheid begint met een praktijkvoorbeeld. Soms zal dat voorbeeld 
niet direct in verband staan met jouw toekomstig beroep of jouw opleiding. 
Maar bedenk wel dat beroepen niet zo netjes zijn ingedeeld als de opleidin- 
gen in het hbo. Later kun je in soorten werkzaamheden verzeild raken waar- 
van je nu nog geen idee hebt. Veel beroepen zijn multidisciplinair. 


In de studiewijzer hierna lees je hoe je volgens de schrijvers (die allemaal wis- 
kundeles geven) het beste de stof kunt leren beheersen, en ook hoe je het uit- 
werkingenboek het beste kunt gebruiken. 


We vinden het belangrijk je te laten zien dat wiskunde gewoon mensenwerk 
is, dus werk van mensen die om praktische redenen iets slims bedachten. Bij- 
voorbeeld om veel saai rekenwerk te ontlopen of om iets zeker te willen we- 
ten. Vandaar de historische intermezzo's. Overigens, in de bloeitijd van de wis- 
kunde uit dit boek, de 17de en de 18de eeuw, genoot de wiskunde meer aanzien 
dan tegenwoordig, vanwege de mooie opbouw en de juistheid van de uitspra- 
ken die het vak voortbracht. Wiskunde had toen nog de status van een ‘leer 
der zekerheden’, Men noemde wiskunde in die tijd Wisconst. Dat woord is af- 
komstig van de Nederlander Simon Stevin, en betekende letterlijk ‘Zekerheids- 
kunst’. Nederlands is overigens bijna de enige taal ter wereld met een eigen 
woord voor wiskunde. In de meeste landen wordt een variant op het oud- 
Griekse woord mathema gebruikt dat ‘les’ of ‘wetenschap’ betekende (Engels: 
mathematics, Duits: Mathematik, Spaans: matemáticas, enzovoort). 


Om een lang verhaal kort te maken: we hebben een boek willen maken waar- 
door de aardigheid en het nut van de wiskunde duidelijk worden. Je moet wel 
zelf de tijd nemen om door oefening de nodige vaardigheden op te bouwen. 
Als je dat doet met dit boek, en je docent helpt je nog een handje, dan zul je 
zien dat het loont met wiskunde bezig te zijn en dat het nog leuk kan zijn ook! 


Wiskunde? … Wis en waarachtig! 


Voorjaar 2006 


De auteurs. 


Studiewijzer 


Dit boek is gemaakt om zelfstandig mee te werken. Het is dan ook meer een 
werkboek dan een traditioneel studieboek. Ga er dan ook zo mee om: probeer 
de voorbeelden te begrijpen en de daarop volgende opdrachten zelf te maken. 
Leren is doen! 


Het boek heeft vijf hoofdstukken. leder hoofdstuk bestaat uit 3 tot 6 leereen- 
heden. De docent zal zeker een keuze maken voor dié eenheden die voor jou 
van betekenis zijn. De leereenheden zijn onderverdeeld in paragrafen, die 
nauw op elkaar aansluiten. 

In schema is de opbouw per hoofdstuk als volgt: 


Hoofdstuk 1 
Inleidende Praktijksituatie 
Praktijksituatie 
Paragraaf 1.1.1 
Paragraaf 1.1.2 


Paragraaf 1.1.3 
Toets leereenheid 1.1 


Leereenheid 1.2 
Leereenheid 1.3 


Praktijksituatie 
Paragraaf 1.4.1 
Paragraaf 1.4.2 
Paragraaf 1.4.3 
Toets leereenheid 1.4 


Samenvatting 
Eindtoets hoofdstuk 1 


Probeer steeds de stof per paragraaf te beheersen en af te sluiten met de bijbe- 
horende vraagstukken. Als dat nog niet zo goed lukt, ga dan niet verder met 
de volgende paragraaf, maar ga op zoek naar hulp om na te gaan wat er nog 
aan schort. 

Beoordeel jezelf per paragraaf! 

Om te controleren of je een hele leereenheid hebt begrepen, kun je de toets 
maken die aan het einde van iedere leereenheid is opgenomen. Lees voordat 
je daaraan begint, de samenvatting even door; dat helpt je om wat afstand te 
nemen en te overzien waar het nu in hoofdlijnen op neer komt in die leer- 
eenheid. 

Als in het lesplan van jouw opleiding een heel hoofdstuk wordt voorgeschre- 
ven, maak dan ook de eindtoets daarvan. Als dat lukt, zit je op het niveau van 
je proefwerk of tentamen. 


Mindmap 


Een mens onthoudt: 
1096 van wat hij hoort 
2096 van wat hij ziet 
8096 van wat hij doet 


e 


De hulp van je medestudenten en je leraar is onmisbaar. Van je leraar hoor je 
wat je precies uit dit boek moet leren en hij of zij zal je op weg helpen in de 
stof. Je medestudenten zullen tegen vergelijkbare problemen als jij aanlopen. 
Twee weten meer dan een. Maak daar gebruik van. Als je iets niet begrijpt, laat 
het er dan niet bij zitten en denk niet bij je zelf: het komt nog wel, maar vraag 
het aan je leraar of je medestudenten. lets leren gaat nu eenmaal nooit van- 
zelf. Leren betekent kennis veroveren, door zelf iets te doen: erover te praten 
en ermee te oefenen. 


Op een aantal plekken in het boek is aan het einde van een leereenheid een 
zogenoemde mindmap opgenomen. Deze paginagrote schema's geven een vi- 
sueel overzicht van een hoeveelheid leerstof. De (vrij losse) regels voor het op- 
stellen van deze ideale hulpmiddelen voor het samenvatten, memoriseren, le- 
ren en herhalen van samenhangende delen van de lesstof zijn op vele plekken 
op het wereldwijde web te vinden. 


In het uitwerkingenboek staan de uitwerkingen van bijna alle opdrachten, 
vraagstukken en toetsen. Heel verleidelijk dus, maar wel erg dom, om snel te 
gaan lezen hoe de opgaven gemaakt kunnen worden. Dat mag wel, maar je 
moet het eerst zelf geprobeerd hebben, anders begrijp je het belang van de aan- 
wijzing of de eerste stap van de uitwerking toch niet en leer je er niets van. 


Lees elke inleiding: daarin staan beknopt de inhoud en het nut van een hoofd- 
stuk of leereenheid. In de verantwoording van ieder hoofdstuk is vastgelegd 
wat het nut en het doel van het gehele hoofdstuk is. Ter verduidelijking is er 
telkens een praktijkvoorbeeld gegeven. 


Veel plezier en succes met het doen van wiskunde. 


Verklaring van de margetekens 
geschat aantal studiebelastingsuren 


computeralgebra: theorie en/of -vraagstuk(ken) 


Aan de docent - Woord vooraf bij de zevende druk 


De positie en de rol van het vak wiskunde in het hoger onderwijs en daarbui- 
ten blijft aan veranderingen onderhevig. Wat is dat niet? 

Naast de voortdurende inhoudelijke veranderingen in het voorbereidend wis- 
kundeonderwijs is er nog de groei in het aantal verschillende instromen in het 
hbo die om aandacht vragen bij het verzorgen van het vak wiskunde. Hbo- 
opleidingen worden daardoor geconfronteerd met een grote variatie in ken- 
nis en vaardigheden bij de instromende studenten. Een greep uit die instroom: 
havo met verschillende profielen en keuzevakken, variabele schoolexamens 
voor havo- en vwo-leerlingen, het bve-onderwijs (beroepsonderwijs en volwas- 
seneneducatie), de zij-instromers aan snijvlakopleidingen, enz. 


Veel andere ontwikkelingen met invloed op vorm, omvang en inhoud via het 
wiskundeonderwijs vergen voortdurende aanpassing van de leermiddelen. Wij 
denken aan: 


· de veranderingen in de inhoud van het mbo- en havo-wiskundeonderwijs, 
wat onontkoombaar leidt tot een stapje terug in diepgang en complexiteit 
van de hbo-wiskunde; 

- de brede invoering van projectengestuurd en thematisch onderwijs in het 
hbo met het bijbehorende vraaggestuurde flankerende wiskundeonderwijs; 

- de noodzakelijke aanpassing van didactische werkvormen, waardoor het 
zelfstandig werken, en wellicht ook het zelfstandig leren, kan worden ge- 
stimuleerd; 

- het terugdringen van de directe contacttijd student-docent; 

- de geleidelijk op gang komende invoering van de onwaarschijnlijk goede 
computeralgebraprogramma's die veel parate kennis overbodig lijken te 
maken; 

- het-zoal niet op school dan toch altijd thuis – terbeschikking staande fan- 
tastische hulpmiddel: het spreadsheetprogramma; 

· het aantrekkelijker maken van technische studies voor meisjes. 


Al deze aspecten zijn voor ons voldoende aanleiding om onze (en uw) methode 
opnieuw aan te passen. Eerdere wijzigingen zijn consistenter doorgezet. Maar 
er is meer. In de volgende lijst staan beknopt alle essentiële ingrediënten waar- 
mee de auteurs inspelen op de hierboven geschetste problematiek en ontwik- 
kelingen. 


- de onderwerpen worden waar mogelijk vanuit alledaagse praktijkvoorbeel- 
den opgebouwd; 

- opdrachten in de leer-/leesteksten zijn de motor achter de leeractiviteiten 
geworden, het aantal is uitgebalanceerd; 

- de hoofdstukken zijn ingedeeld in logisch samenhangende, studeerbare 
leereenheden: hieruit kunnen gemakkelijk opleidingsgerichte keuzes wor- 
den gemaakt; 

- ieder hoofdstuk en iedere leereenheid begint met een verantwoording van 
de leerstof; 

- leereenheden bestaan uit een aantal paragrafen die worden afgesloten met 
vraagstukken. Aan het begin van iedere leereenheid wordt ook een schat- 
ting van het gemiddeld aantal studiebelastingsuren aangegeven; 


* leereenheden worden afgesloten met een terugblik en met een toets; hoofd- 
stukken worden afgesloten met een geintegreerde eindtoets; 

- computeralgebrapakketten en spreadsheetprogramma's worden ingezet als 
de berekeningen met de hand niet meer lonend of onmogelijk zijn; 

+ de methode is bruikbaar voor Derive- Maple-, en Mathematica-gebruikers; 

* het aantal complexe vraagstukken en bewijzen van stellingen is sterk ge- 
reduceerd; een aantal complexere toepassingen is toegevoegd, mede met 
het oog op projectopdrachten; 

* in het uitwerkingenboek is het aantal uitwerkingen iets verminderd, van 
elke soort vraagstukken is echter wel minstens één uitwerking aanwezig; 

* hetuitwerkingenboek heeft een nieuw laatste hoofdstuk bestaande uit een 
bloemlezing van opgaven die gemaakt kunnen worden met computeralge- 
bra of een spreadsheetprogramma. De uitwerkingen worden gegeven in de 
docentenhandleiding op de website www. 


In deze druk is de lay-out en het format verder verbeterd. Onze speciale dank 
gaat hierbij uit naar de uitgever en zijn redactiemedewerkers. 


Wij zijn van mening dat dit boek door zijn structuur zeer flexibel is en uiter- 
mate geschikt voor gebruik in de vele leerwegen die ons onderwijs tegenwoor- 
dig vraagt. De student kan met dit boek zelf meer sturing aan het eigen leer- 
proces geven, meer inzicht opbouwen in het nut van de wiskunde en naar ver- 
wachting meer zelfstudietijd in zijn/haar wiskundestudie stoppen. De (wat te- 
rugtredende) docent (lees: coach) zal erop moeten toezien dat dat gebeurt en, 
mocht dat niet gebeuren, moeten inspringen om de leeractiviteiten te sturen. 
Daarmee is de rol van de docent in het leerproces van de studenten belang- 
rijker geworden, en veel boeiender. Dit boek helpt de docent om deze nieuwe 
rol mogelijk en aantrekkelijk te maken. Blijft overeind: de student is aan zet. 


Een bijzonder woord van dank richten de auteurs aan studenten van de Haagse 
Hogeschool voor hun ingebrachte illustraties bij de titels van enkele leer- 
eenheden. 
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Wiskunde is voor de meesten van jullie een vak waarmee concrete 
problemen uit de beroepspraktijk kunnen worden opgelost. Daarbij 
moet soms veel worden gerekend met letters en wiskundige func- 
ties. In je vooropleiding heb je dat ook al ervaren, maar in het hoger 
onderwijs geldt dat nog sterker. De toestandsvergelijking voor een 
ideaal gas is niet meer eenvoudig pV = RT, maar 

(p + a/V?)(V — b) = RT; als je dan p moet uitdrukken in V en T, dan is 
dat een stuk lastiger dan in pV = RT. Trillingen die uitdempen hebben 
een vergelijking voor de uitwijking u, die bijvoorbeeld gelijk kan zijn 
aan u(t) = A-2-*- sin (21). Een schets van u als functie van tis nu 


ч 
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moeilijker dan van een 'gewone' bekende harmonische trilling 
A*sin (27t). Om zo’n grafiek van u(t) = A- 2-*- sin (2m t) later, in de 
volgende hoofdstukken, te kunnen maken, heb je de basiswiskunde 
nodig. 


Een onderzoeker voert vaak experimenten uit ten behoeve van zijn 
onderzoek. Wanneer de resultaten van het onderzoek zijn uit te 
drukken in een verklarende variabele en een te verklaren variabele 
worden deze resultaten uitgezet in een rechthoekig assenstelsel. 
Om het proces te kunnen beschrijven moet daarna gezocht worden 
naar het functievoorschrift dat het verband tussen deze variabelen 
weergeeft. 

Om al dit soort redenen is het nuttig de basiswiskunde goed te 
beheersen. 

Bijna alle stof uit dit hoofdstuk heb je al eens in je vooropleiding 
gehad. De behandeling van de stof is dan ook soms erg beknopt, 
omdat we ervan uitgaan dat je de eigenschappen en formules alleen 
hoeft op te frissen. De opdrachten, voorbeelden en vraagstukken 
zijn er om de basisvaardigheden verder te oefenen. 

Mocht je toch nog moeite hebben met sommige onderwerpen in dit 
hoofdstuk, bestudeer dan in overleg met je lerares of je leraar de 
overeenkomstige hoofdstukken uit deel 0 van deze serie. 


Leereenneic 


e In deze leereenheid ga je veel oefenen met 


Deze leereenheid zal, breuken, merkwaardige producten en oneigen- 


afhankelijk van jouw lijke machten. Veel nieuwe theorie kom je in 
voorkennis, 6 tot 10 deze leereenheid niet tegen. Mocht je moei- 
token Die lijkheden ondervinden met de theorie, vraag 


dan aan je leraar of je delen van de hoofdstuk- 
ken 1 tot en met 7 uit deel О van deze serie 
alsnog moet opfrissen. 


Hiernaast geven we een eenvoudig voorbeeld 
ter illustratie om de zin van deze leereenheid 
aan te geven. 


Een cilinder met straal геп hoogte h (beide in 
cm) heeft een totale oppervlakte van 
2mrh + 2mr? [cm?]. 


Opdracht 1 


Opdracht 2 
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Als we willen weten hoeveel de totale inwendige oppervlakte afneemt alsr 
afneemt met c [cm], dan moeten we berekenen hoe groot het verschil is tus- 
sen 2arh + 2ar? en 2лт(т— oh + 2m (r — с)2. 


Als we in voorgaand voorbeeld de straal en de hoogte af laten nemen met c [cm], laat 
dan zien dat het verschil in volume gevonden wordt door te berekenen: 
ar?h – т(г - Q*(h - 9. 


0.1.1 Verzamelingen van getallen en het symbool co 


Verzamelingen van getallen 


Voordat we de onderwerpen breuken, merkwaardige producten en oneigen- 
lijke machten gaan bespreken, eerst iets in zijn algemeenheid over getallen. 


We houden in dit boek een vaste notatie aan voor deelverzamelingen van de 
reële getallen. Hiermee kunnen we snel en duidelijk wiskundige eigenschap- 
pen beschrijven en oplossingen van ongelijkheden makkelijk aangeven. 


Nis de verzameling van alle natuurlijke getallen, in verzamelingnotatie: 
N={0, 1, 2, 3, 4, 5, ...) 


N'isdeverzamelingvanalle positievenatuurlijkegetallen, in verzamelingnotatie: 
№ = (1,2, 3, 4, ...] 


Z is de verzameling van alle gehele getallen: 
Z = (0, -1,1, -22, -3,3, ...] 

*z(1,2,3,4,.«] 
2-= {-1,-2,-3,-4,...) 


Hiermee staat vast dat het getal nul niet positief en niet negatief is. 
Deze gehele getallen (Z) worden in de computerwereld 'integers' genoemd. 


Onderzoek of ieder getal uit N ook in Z* zit. 


Qis de verzameling van alle breuken (rationale getallen); Q bezit de gebroken 
getallen maar ook alle gehele getallen. 


p 
elf, met alle p en q in Z, equo] 


Q* is de verzameling van alle positieve getallen uit Q 
Q- is de verzameling van alle negatieve getallen uit Q 


Ris de verzameling van alle reële getallen. Alle elementen uit R zijn op een 

getallenrechte af te beelden en omgekeerd hoort bij ieder punt op de getallen- 

rechte precies één getal uit R (zie figuur 0.1). Reële getallen zijn dus getallen als 
2,8, т, 2106 6,3 en het getal е, dat we later nog zullen leren kennen. Ook bij 

reële getallen maken we onderscheid tussen positieve en negatieve getallen: 

R* is de verzameling van alle positieve reéle getallen. 

H is de verzameling van alle negatieve reële getallen. 

Wanneer we de verzameling R* en R” bij elkaar voegen, krijgen we de verza- 

meling R waar het getal 0 uit weggelaten is. Notatie: [RV {0}. 


Opdracht 


Opdracht 


Opdrachten 


Ga na of de volgende bewering juist is: alle getallen uit Z komen ook voor in R. 


We komen ook soms de notatie tegen voor de verzameling van alle positieve 
reële getallen met het getal 0, genoteerd als R$. 


Figuur 0.1 De getallenrechte 


N' 

1 2 3 4 
m 

0 1 2 3 4 
Z 
MA ZEN 0 1 2 3 ДТ Т 
-3 -2 -1-; 0} 1 224 3 е 
R 

-3 -2N8 -1 -} 0 T V2- 2 езт 4 


Ga па of de volgende bewering juist is: Q* is een deelverzameling van R5. 


We beschouwen a in R en b in R. We weten dat geldt: 
a 
ЕР €» a=bp, als tenminste b + 0 is [1] 


Deze eigenschap is, hoe eenvoudig ook, erg belangrijk in de reële getallen. 
Uit die eigenschap volgt: 


o 


1 --0 (b#0) 


ES: 


a 

2 5 is onmogelijk als а # 0 
0 

3 5 is onbepaald 


Onderbouw eigenschap 2 door [1] te gebruiken. 

Aanwijzing: 

= =p leidt tot ongelukken als we [1] toepassen. 

Onderbouw eigenschap 3 door ы gelijk te stellen aan p en vervolgens [1] toe te 
passen. 


a 0 
Delen door О levert dus problemen op. We zullen de notaties — en — dan 
ook niet meer gebruiken. 0 
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Het symbool x 


Intervalien 


Definitie 


Definities 
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Het symbool ee wordt vaak bij de beschrijving van berekeningen gebruikt, 
nooit in berekeningen. Het is geen symbool voor een getal, maar het geeft 
aan dat een zekere getalwaarde onbegrensd zal toenemen. 


a 
Zo zal de waarde van p als b steeds kleiner wordt gekozen, onbegrensd 


toenemen (als a # 0 is). Een veelgebruikte beschrijving hiervoor is: 
li а 

im -= e 
bau b 


Belangrijk is dat с geen getal is. We kunnen er dus ook niet mee rekenen. 
co 0 
Uitdrukkingen als —, O- eo, eo — oo enz. zijn dus zinloos. Net als 0 noemt 
oo 
men die uitdrukkingen wel ‘onbepaalde vormen’. 
Sommige deelverzamelingen van R zijn 


zogenaamde intervallen, d.w.z. 'aaneengeslo- Figuur 0.2 Eindige intervallen 
ten delen’ уап R. Voor a en bin Rena «b 7 


definiëren we een viertal intervallen (zie a (a, Бу 
figuur 0.2). А 
а b 
ж —— [ab] 
Een open interval is een deelverzameling van": a [a b 
die bestaat uit de elementen x in ^ waarvoor М b ' 
geldt a « x « b. Notatie: (a, b) —Ó —— (a, b] 


In verzamelingsymbolen: 


(a, b) = {Xin “met de eigenschap dat a < x < b} 
(a, bj = (хе Hja« x« b| 


Een gesloten interval, notatie[a, b], is een deelverzameling van" 
die bestaat uit de elementen x in + waarvoor geldt a ^ x = b. 


Een half-open interval, еп wel links gesloten en rechts open, notatie [а, b), 
is een deelverzameling van R die bestaat uit de elementen x in R waarvoor geldt 


asxsb. 


Een half-open interval, maar nu links open 


en rechts gesloten, notatie (a, bj, Figuur 0.3 Oneindige intervallen 
is een deelverzameling van F die bestaat 
uit de elementen x in 3 waarvoor geldt à 50 [а,—>› 
а<х = b. 

bk ШАГ D 
Onder de lengte van deze zogenoemde 
eindige intervallen verstaan we het getal RE OO 
b-a. 


We kennen ook oneindige (onbegrensde) 
intervallen. Het ontbreken van een grensgetal geven we aan met een pijltje (zie 
ook figuur 0.3). 


Vraagstukken 


0.1 


0.2 


We onderscheiden de volgende oneindige intervallen: 

1 hetinterval [a, — ), bezit alle reële getallen x waarvoor geldt dat x = a 

2 hetinterval ( <, b], dat alle reële getallen x bevat waarvoor geldt dat x = b 

3 hetinterval ( <, —), dat alle reële getallen uit R bezit (dit interval is 
gelijk aan R zelf) 


Voorbeeld 0.1 

Het domein van yx — 9 is [9, —). Er geldt namelijk x – 9 z 0 of x z 9. Het 
bereik is [O, — ). De kleinste waarde y = О wordt bereikt als x = 9. Voor elke 
andere waarde van x uit [9, —) is y > 0. 


Voorbeeld 0.2 

Het domein van f(x) = /9 — x? is[-3, 3]. Hier geldt: 9 — x? = 0 ofwel 9 = х2. 
Eerst lossen we op: 9 = x?. Dit is voor x = -3 of voor x= 3. Omdat x? x 9 
geldt: -3s x £3. 

Het bereik van f(x) is [0, 3]. De kleinste waarde f(x) = О wordt bereikt als 


х= —3 of x = 3. Voor elke andere waarde van x uit [-3, 3] is 9 — x? > 0, maar 
9 — x? x 9, Dus voor elke andere waarde van x ongelijk aan 0 uit [-3, 3] geldt: 


/9 —x?»0 en /9—- х? =3. 


Ga na welke van de volgende beweringen juist zijn. Als ze niet juist zijn, geef dan de 
juiste bewering als dat mogelijk is. 


N is een deel van Q 
Z" is een deel уап N 


R* vormt samen met R de verzameling R 
0 


0 


De oplossing van de vergelijking x? = —x kan genoteerd worden als (-1, 1) 
Het domein van de functie f gedefinieerd door f(x) = J9 — x is (e, 9] 
Het domein van de functie f gedefinieerd door f(x) = Je-9 is [-3, 3] 
Het bereik van de functie f gedefinieerd door f(x) — Jo = x is R 

(a, b] samen met (b, c) is gelijk aan (a, c) 

(a, a) bevat alleen het getal a 


Ga na welke van de volgende beweringen juist zijn. Als ze niet juist zijn, geef dan, in- 
dien mogelijk, de juiste bewering: 


Als у= x? +1 enxin [1,4], dany in [1,16] 
Als 5= t?—4 entin [-3, 4], dans in [-4, 12] 
Als v23— м enwin [-6,0], dan vin [-3, 3] 


Als p= /16— q? engin [-1, 2] дапр in [4/12, 4] 
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Opdracht 7 
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0.1.2 Merkwaardige producten, ontbinden in factoren 


Bij het uitwerken van producten 
heb je waarschijnlijk gewerkt met Tabel 0.1 Vermenigvuldigingstabel 
vermenigvuldigingstabellen. 


(a + 2)(a — 3) kun je dan uitreke- x a 2 

nen met behulp van tabel 0.1: @ g 2a 

De uitkomst krijg je door de ge- =з -3a gto t 
lijksoortige termen uit het ge- n 
kleurde gebied van de tabel bij Ў Lë ee? 32a-6- 


elkaar op te tellen. 
Hier is dat: a? - a — 6. 


Opmerking 
Bij het product a - b worden a en b de factoren genoemd. Bij het voorgaande 
(a + 2)(a — 3) zijn (a+2) en (a —3) de factoren. 


Bij producten zoals hiervoor aangegeven kom je vaak drie bijzondere pro- 
ducten tegen. Het resultaat van die producten is een veelterm, die een opval- 
lende (merkwaardige) structuur laten zien. Ze worden merkwaardige producten 
genoemd en kunnen vanwege hun opvallende resultaat versneld uitgere- 
kend worden. We noemen ze hier: 


(а + b)(a — b) = a? — b? 
(a + b)? =a? + 2ab + b? 
(a — b)? = 42 — 2ab + b? 


Overigens kunnen a en b in andere formules ook andere letters zijn. 


Voorbeeld 0.3 

(10x — 5у)(10х + 5y) = 100x? — 25y? 
(р +29)? = p? + 4pq + 442 

(и– 8v)? = u? - 16uv + 64у2 


Bepaal (u + 8v)? en (k — 2!)(21+ k) door gebruik te maken van merkwaardige 
producten. 


Omgekeerd kunnen veeltermen in sommige gevallen weer teruggebracht 
worden tot een product van factoren (ook wel ontbinden in factoren ge- 
noemd). De meest voorkomende gevallen zijn, weer in hun eenvoudigste 
vorm: 


1 a?—b? = (a * b)(a — b) 
2 а2+2ар+ b? = (a+ b)? 
3 a?-2ab*b?- (а – b)? 


Andere ontbindingen in factoren zijn: 
4 ab+ac+ad =a(b+c+d) 
5 а2+(р+ Фа+рд =(а+р)(а+0) 
6 аз +За2ь + 3ab? + b? = (а + b)? 

7 a?—3a?b-* 3ab? — b? = (a — b)? 


Voorbeelden 0.4 
100a? — b? = (10a)? – b? = (10a + b)(10a — b) (regel 1) 
x2+17x+30= (regel 5) 


Het product is 30 en de som is 17. De gezochte getallen zijn positief! 
We maken een tabel voor alle vermenigvuldigingen met als uitkomst 30. 


Product Som ? 
?x?z230 74? = 17 


1х 30 = 30 1+ 30 = 31 voldoet niet 


STOP! De getallen 
2x15230 2+ 15217 zijn 2 en 15 


Dus x? + 17x + 30 = (x + 2)(x + 15). 

x?—4x-32- (regel) 

Het product is -32 en de som is —4. Van de gezochte getallen is de een 
positief en de ander negatief! 

We maken een tabel voor alle vermenigvuldigingen met als uitkomst —32. 


Product Som ? 
?х?=-32 7+7 = -4 


1х -32 = -32 1+ -32--31 voldoet niet 
2x-16--32 2+-16=-14  voldoetniet 


STOP. De getallen 
4 x -8 = -32 4+ -8 = —4 zijn 4 en -8 


Dus x? — 4x - 32 = (x + 4)(х — 8). 
x3—3x?-c- 3х – 1 = (х 1)? (regel 7) 
4р2 12р +9 = (2p)? — 2-2р:3 + (3)2 = (2р – 3)2 (regel 3) 


Vraagstukken 0.3 Вегекеп met behulp van merkwaardige producten: 


a (x+ 2у)(х – 2y) f (а2 + 3)(a? — 2) 
1 2 
b Gx«29x- 29) 8 (2-37) 
2 
c (-;°-3) h (а+Ь+2сС)(а+Ь— 2с) 
d -(x? — 2)(x? + 2) і (х?у2— yy? – x?y?) 
e (p^ 1Xp? - 1) р lasta TTC 
р р 56) l5 ; 
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0.4 


0.5a 


0.6 


0.9 a 
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Ontbind in factoren (zo mogelijk): 


am + an — pm — pn g х2 3х2 + 3x- 1 
2 1 

x!-3x42 h 9x 2+6 

2 2 i 2 1 i 1 
25p* — 49q i ( +3) SS 
; „1 21 
s? 105 + 25 j P ran 
45? — 205 + 25 k (9х2 + 6xy - y?) - 9 
DNK + 2 


Laat zien dat (a — c)? — (3c)? gelijk is aan (a + 2c)(a — 4c) 


Is de volgende bewering juist? 
a* — 2a?b? + b* — с^ = (a? — b?)? — (с2)?, 


waaruit volgt dat: 
aî – 2a?b? + b^ - c* = (a? - b? + c?) (а? - b? — c?) 


Ontbind (zo mogelijk) in factoren: 


a*-9 f 9а8 – 15а* + 6,25 

40% – 12a* + 9 g х2Р– 2xP + 1 

a-b h (a+ b)? - (c+ d)? 

a? — ab? i (P+2p+4}-(2pP+3p-1) 
a"! — ab'? 


Bereken zonder rekenmachine 100,02 · 99,98 
Idem 52 · 48 
Idem 0,201 . 0,199 


Als de ribbe van een kubus toeneemt van L [cm] tot L + d [cm], hoeveel neemt de in- 
houd van de kubus dan toe? 


Onderzoek zelf dat het verschil van 21тгһ + 21г2 en 2m (r — Oh + 21(г — c)? uit de inlei- 
ding van leereenheid 0.1 gelijk is aan 2m ch + 4тгс — 2«c?. Maak hierbij gebruik van 
de theorie over merkwaardige producten. 


Toon aan dat het verschil «r?h — m(r — c)?(h — c) uit opdracht 1 gelijk is aan 
aC — ac?h – 2nc?r * 2nchr + тсг?. 


Rekenregels 


Opdracht 


Bewerkingen met 
breuken 


0.1.3 Breuken, machten, staartdelingen, nogmaals ontbinden in factoren 


2 Pl f (ро, очо 
ppp 0*9 P+O 


a 
Ga na of de uitdrukking E b verder te vereenvoudigen is. 


w 
alo|c!ao 
| 
l 
l 
| 
S 
* 
o 
[a] 
+ 
o 
a 
* 
о 
Sé 
[*] 
9, 
I 
[ 


Als we breuken willen optellen (of aftrekken), moeten we ze gelijknamig 
maken. Daarbij zorgen we ervoor dat in de nieuwe noemer het product van 
de hoogste machten uit de oorspronkelijke noemers voorkomen. (Dit wordt 
ook wel het kleinste gemeenschappelijke veelvoud, kgv, genoemd.) 


Voorbeelden 0.5 


i 1 1 1 
SKS" 
De nieuwe noemer van de breuken is het kleinst gemene veelvoud van 2, 3 
en 5, kort genoteerd met kgv(2, 3, 5) = 2:3: 5. Dus de optelling wordt: 


1 BS 1 BS SS 15+10+6 31 


ET ata шешш S= 
285 8.3 Е 8.8. 5 30 30 


2 1 1 
4*4" 
De nieuwe noemer van de breuken is kgv(4, 6) = kgv(2?, 2-3) = 22:3. Dus 
de optelling wordt: 


o жол 


i^e z*'2:3 2H 2.3Hb 12 12 12 
7 2 3 
3 ——— 
s t u 


De nieuwe noemer van de breuken is kgv(s, t, u) = s-t- u. Dus de optelling 
wordt: 
7 2 3 7.t.u 2-s-u 3-s-t 7tu+2su+3st 


— + = + = 
S t u s-t-u s-t.u s-t-u stu 
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Opdracht 9 


Vraagstuk 0.10 


Staartdelingen 
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4 Kgv(p^q, рд, q?) = p?q?. Dus: 
1 2 3 a 2p 325 q*2pp-3p* 


— = + = 
pa pa q opu pu р?д? р?д? 


OS 2. 0 12. 
a?-4 (а-2)? (a-2(a+2) (а-– 2)? 
a(a — 2) 2(a 4- 2) 
(a — 2)*(a + 2) i (a — 2)*(a + 2) F 
a? — 2a + 2a +4 a? +4 


(a—2Y(a-2) (а 20а + 2) 


Са zelf na dat: 
2 Xx х3 – 4x? + 5x 4 


(x-1 («-2 (к HEEN 


Xx 


Schrijf de volgende breuken zo eenvoudig mogelijk. 


р?а d 2 2 
pb a?^-1 a-1 
x+y 1 2 2 
y y е 0-1 eis 
2 2 t A 

а+1 a-1 e 


We kunnen een quotiént, de uitkomst van een deling, van twee veeltermen 
bepalen met een staartdeling. 


Voorbeelden 0.6 
2x3 - Sx? 7x 4 
1 Bepaal: —————— —— 
x-1 
Oplossing: 


х= 1/2х3 - 5х2 + 7x – 4\2х2-3х+4 

2x3 — 2x? 
—3x? t 7x 
– 3х2 + 3x 


De deling levert dus: 
2x? — 5x? + 7x - 4 
prose ur DS =2х2-3х+4 


Dit ís een voorbeeld van een zogeheten opgaande deling, waarbij de rest 
gelijk is aan nul. 


Opdracht 


Ontbinden in factoren 


en staartdelingen 


Opdracht 


11 


—4x* + x? — 5x? +6 


2 Bepaal: 
P 2x2+1 
Oplossing: 
2x? + 1/-4х + x? — 5x? + 6 \-2x2 + 0,5х – 1,5 
-4x* — 2х2 
x3 — 3x? 
x? + 0,5х 
—3x?—0,5x* 6 
— 3х2 -1,5 
—0,5x-t 7,5 
De uitkomst is nu: 
—4x* + Хх? — 5x24 6 — má —0,5x + 7,5 
2x? 41 meg uer d ТУУ 


Dit is een zogeheten niet opgaande deling, waarbij de rest niet gelijk is aan 
nul. 


3 


Ga met een staartdeling na dat gelijk is aan x? + 3x + 9. 
х%+0.х?°+0.х—27 
х- 3 


De veelterm f(x) = x? – 2x? - 5х + 6 is te ontbinden in factoren: 


Herschrijf daartoe de breuk in de vorm 


f(x) = (x - 1)(х 2)x - 3) 
Ga na dat deze ontbinding juist is, door de haakjes weer weg te werken. 
Het is duidelijk dat f(x) = 0 voor x = 1, x --2en x = 3. 


Als we dus de nulpunten van een willekeurige veelterm f(x) zouden weten, 
dan kunnen we de ontbinding in factoren gemakkelijk vinden. Om één nul- 
punt van f(x) te vinden, proberen we steeds enkele waarden van x en vullen 
die in f(x) in om te zien of f(x) nul is. 

In ons geval is f(1) =1 — 2 — 5 + 6 = 0, dat wil zeggen x? — 2x? — Sx + 6 bevat 
de factor x — 1. De andere factoren vinden we vaak door nu eerst een staart- 
deling uit te voeren van (x – 1) op f(x): 


x—1/x? - 2x2 5x + 6\х2-х- 6 


x3— x? 
—x?— 5х 
—х?+ х 
= 6х+6 
—6x+6 
0 
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Opdracht 12 


Vraagstukken 0.11 


0.12 


0.13 a 
a 
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Dus: x? - 2x2 - 5x + 6 = (x - 1)(x? - x — 6) 
Ten slotte ontbinden we nog: 
х2-х-6= (x -3)(x* 2) 

Het eindresultaat is: 
x*-2x?- 5x + 67 (x - 1)(х - 3)(x + 2) 


Ga na dat x = -1 een nulpunt is van x? + 5x? — 13x + 7 en ontbind de veelterm daarna 
in factoren. 


Schrijf de volgende breuken zo eenvoudig mogelijk: 

pla 2 2 
== е 

рь а+1 a-1 


3a?(b + o? 2 2 
12a(b + с)* а2-1 a-1 


Bepaal met een staartdeling: 

x$ — 3x* + 2x? 6 x* 1 

ETC ME b 
x*-x-1 х+1 


1 2р 


р(р-1) (р-1) 
1 2р 
р(р-1) (р+1)(р-1) 
p 27 


p-3 + з—р ; vereenvoudig het resultaat met behulp van een staartdeling 


1 1 1 
(a-b(b-9 (b-9(c-2 (аа) 
1 x 
х2-х x?-1 
Var rm 
DEE 


0.15 


3a-9 2а-8 3a-7 
a?+2a-15 a?-6048 a*43a-10 


Vereenvoudig de volgende breuken en producten: 


lid АЩ ln b»0 
8p* — 3рэд? ` Lal E mM 
(a - b)? - a? — b? 4 E zs 


ab a- /bJ Na? «b 


) (b » 0) 


Bepaal met een staartdeling: 
x* + 4x? — 15x? — 34x — 24 b x8 — 256 
x*-x-12 x?-4 


Ontbind zo ver mogelijk in factoren. Tip: gebruik de relatie tussen nulpunten van een 
veelterm en haar ontbinding. 


2x? + 5x? - 3 


b x?49x?4-15x—25 


x? — 9x? + 26x — 24 


0.1.4 Gebroken vergelijkingen 


Als in vergelijkingen met meerdere breuken de onbekende ook in de noemer 
van een breuk voorkomt, dan is het vaak verstandig de vergelijking te herlei- 
den tot één breuk van het type: 


We maken de breuken dan eerst gelijknamig en tellen ze daarna op totdat de 


a 
breuk т ontstaat. 


a 
Een breuk b is gelijk aan O als a = 0 en b #0. 


Uit deze voorwaarden kan de onbekende gevonden worden, die in a en/of b zit. 
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Lu 


Een andere veelgebruikte methode is de breuken ‘weg te werken’ door ze met 
het kleinst gemene veelvoud, het kgv, van hun noemers te vermenigvuldi- 
gen. Beide methoden zullen hierna in de voorbeelden worden uitgewerkt. 


Leonardo Da Vinci (1452-1519) 


De meeste onderwerpen uit dit boek zijn in ons 
Westerse cultuurgebied beschreven in de tijds- 
periode van de 16de tot en met de 19de eeuw. 
In de middeleeuwen, die daaraan voorafgingen, 
stond de ‘wiskunde? als praktische rekenkunst 
ten dienste van de landmeting, de sterrenkunde, 
de scheepvaart en de handel. Daarnaast hield 
men zich in de middeleeuwen bezig met het 
oplossen van derde- en vierdegraads- 
vergelijkingen zoals x? + 2x? + 10x — 20 = 0 
(Fibonacci, 1225). Deze vergelijkingen vond 
men bij het zoeken naar oplossingen van prakti- 
sche problemen, maar ook bij prijsvragen, waar- 
mee veel geld te verdienen was. Oplossingen 
van dit soort vergelijkingen werden dan ook 
angstvallig geheim gehouden; en zo schoot het 
met de ontwikkeling van de wiskunde natuurlijk 
niet op. 

Hierin kwam verandering toen de natuurweten- 
schap opleefde (ordening natuurwetten, 
getallentheorie, logica). 

Leonardo da Vinci (1452-1519) drukte het als 
volgt uit: ‘Wie de mathematische zekerheden 
versmaadt, voedt zich met warwetenschap en 
zal nooit het zwijgen weten op te leggen aan de 
tegenstrijdigheden van sofisterij, van welke men 


Voorbeelden 0.7 


slechts een eeuwig marktgeschreeuw leert.’ 

In de overgangstijd van verwarring naar orde- 
ning publiceerde Michaël Stifel in 1544 zijn boek 
‘Arithmetica Integra’ (complete rekenkunde) 
met daarin onder andere positieve en negatieve 
getallen, irrationale getallen, vergelijkingen en 
de driehoek van Pascal (tot en met de 17de rij), 
zie leereenheid 1.2. Deze Stifel voorspelde overi- 
gens ook dat op 3 oktober 1533 de wereld zou 
vergaan. Teleurgestelde en geruïneerde volge- 
lingen maakten hem het leven daarna erg lastig. 


1 5 4 
1 LosopinR: —4——-—— 
x-1 x- 1-x 
Oplossing: 
1 5 4 om 1 5 4 б 
298] eg El х=2 xl 
5 5 o 
€» ———— = 
CSS a2 


De oplossing is x= $. 


1 
Een alternatieve aanpak: —— + —— = 
P х уйн 1-x 


S(x- 2) + S(x- 1) _ 


(x - (х – 2) 


€» 10x- 15-0 met х* 1,х+2 


5 4 


eis — 1, x-2, 1-3 = kv (x- 1, x-2, (х 1) 2 &- 06-2) 
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1 5 —4 
(х= D(x-2)- — + (x – 1(x- 2): = (х D(x-2)——, 
х=1 x-2 IEN 
met x 2 1, x z2 = 1(x-2) 5(х—1)= -4(x -2) © 6x-7- —4x + 8, 
x*1,x*2 


1 
10x 215, x $1, x:$2 = x71, 
"OTT NE E. 
os op in В: - 
P! x-3 WEI: 
Oplossing: 
х? 9 z 
zz lt < (9р 0 hedeiden] -— 1-320 
x? x-3 9 
ә — E =0 
x-3 x-3 x-3 
x?—(x—3)-9 
e = 
х-3 
х?—х—6 
€ —————-0 © x?-x-6-70enx*£3 
x-3 


 (X+2)(x-3)=Oenx#3 
De oplossing is х = -2. 


Een alternatieve aanpak: 

x2 2 9 
= 1(x — 3) + (x — 3) ——z,x*3 
x-3 х-3 x-3 GA TS da 


ә x?2x-349, x £3 © x?- x 6= 0, x £3 


(х + 2)(х– 3) =0, x 3 © х= –2 


р с 
3 Als gegeven is dat SH b+ гч met a * 0, en de угаар is: wat is a, uitgedrukt 


in b en c?, dan lossen we a zo handig mogelijk op: 


b C b c 
a a 
b-c 
о — =b 
a 
a 1 
= ——— — —– 
b-c b 
-c 
© а= —— 
b 
b [^ b c 
Een alternatieve aanpak: а е quu caet, met a + 0 
b-c 
€ b=ab+c, met a+0&ab=b-c, met a+0 ә a= , met a#0 
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Vraagstukken 0.17 


0.18 


0.19 
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Los de volgende gebroken vergelijkingen op in R: 


3x-1 x? 16 
+1=0 d = 

3x+1 x+4 x+4 

x? 1-x х2 +5х+4 x4 
412— е ——————--—— 

x-2 x-2 х2+2х+1 x41 


Los de volgende gebroken vergelijkingen op in R: 


1 1 3 6x? — 13x - 6 
x-1 x-2 2 3-2 
x-2 x«1 (2x — 3)(x — 2) 
——+——=-2} е ——————- 
x+1 x-2 2x?-7x+6 


Druk in de volgende vraagstukken a uit in de overige variabelen: 


b c 1 1 1 
-2]-- d -+-+-=0 

a a a b c 

Pa b a b c б 

b с “Б са 
PN S - ар 1/2 
a-b а-е m(a-1) ^? 


0.1.5 Oneigenlijke machten 


We noemen de uitdrukking a" een macht van a met het grondtal a en de 


exponent n. Voor n in № is de betekenis van а": 


a"—a-d-dà-...-a (nfactoren a) 


sic. 


Als p in R maar niet in N°, dan heet a? een oneigenlijke macht van a. 


1 1 
Zo zijn 9°, a^, 4-2, b- voorbeelden van oneigenlijke machten. Je bent ze 
wel eens tegen gekomen, zoals bijvoorbeeld: 1 mm = 107? m. Sommige van 
die oneigenlijke machten zijn met definities en rekenregels verder te herlei- 
den. Hierna volgen enkele voorbeelden waarin die herleiding wordt toege- 


past. 


Definities 


Rekenregels 


a9-1 (а ғ 0) 
а? — (ріп, а> DI 
"m pinz,a»0) 


а“= ta? (ріп2, діп№,а> 0) 


Voor alle р, дїп “en a, b > 0 geldt: 


4 а? = а“ grs 
a? 
5 — = аР-9 
a? 
6 ia”) a" q 
7 (а. bi? = a^. bP 
Voorbeelden 0.8 


1 


We weten dat geldt: 9 = 3. Met de rekenregels en definities geldt: 
J9-9-35i-3'-3 


3/85 = (definitie 3} si = 23) = [rekenregel 6) 25 = 32 
(3-2 „53 3-1. 53 33 
321.052) = (rekenregel 6} [T (rekenregel 5] 55 
2 2 2 2 
а?а? b? fp? a?. a? b’ . p* a? b 
a? ya? bè fo? = {definitie 3} ———— r = (rekenregel 4—7 
a* bs/p* ai. р.Б аЬ * 


4 
= (rekenregel 5} a?b'5 = {definitie 3} a?b $/b* 
5 


(-8)? = (co) - LJ | heeft дееп betekenis, omdat Ke: geen reëel 
getal is. 


Alternatief: (- 8)? = (c 8») (—32 768)! = /-32 768 en deze wortel 
bestaat niet. 


Opmerking: vermenigvuldigen, delen, enzovoort worden operaties genoemd. 
Voor situaties waarin die operaties gecombineerd voorkomen geldt een 
bepaalde volgorde waarin ze moeten worden uitgevoerd: Haakjes, dan 
Machtsverheffen / Worteltrekken, dan Vermenigvuldigen / Delen en tot slot 
Optellen / Aftrekken. De betekenis van / is dat de operaties gelijkwaardig 
zijn. Ze worden in dat geval in volgorde van links naar rechts uitgevoerd. 
Ezelsbruggetje voor de genoemde volgorde: Hare Majesteit Wacht Vele 
Dagen Op Antwoord. 
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Vraagstukken 0.20 


0.21 


Herleid en schrijf zonder oneigenlijke machten: 


(p?^q- * e (а-16-2с-3)-1 - (а-36-2с-3)2 


2.2-5.4. (2-2). 
(v2w "21 Iw? 


24«(2-9.. A 
rs -4 
zi g (-2?x-?y7?) 2 (ку?) 
[^s h cM GM. чы, гей o m 
(xy?29)-? 
(ab?)*a-5b 
EN 
Schrijf als oneigenlijke macht: 
3/4 1 х? 
а е —.———— 
x Je x e 
a Va 
15 b? 
a? Уа f 


a Уа? Vb 


Bereken 24-7! — 2. 2^ + 22. 25+! voor: 
x=0 
х= 1 
х=2 


Losxopuit:22 + 3.272 – 3 = 25 


Los opinR: 


а LI -1 
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A 


-— 


[2243 - Q7 
Schrijf zo eenvoudig mogelijk: 


3 | 8х6у-3 b 5 a? 3/b2\° 
27(ху?29)-3 B2 


Hoeveel is 1096 van 10-19? 
Hoeveel is 1% van 105? 


Maak aannemelijk, door twee keer te kwadrateren, dat Js + J18 = /50 (een formule 


uit de 11de eeuw). 


Opdracht 


Vraagstukken 


13 


0.28 


0.1.6 Vierkantsvergelijkingen 


De algemene vorm van een vierkantsvergelijking (v.k.v.) is: 
ax? + bx+c=0 (a #0) 


Voor de reële oplossingen x, en x, van deze vergelijking geldt volgens de 
abc-formule: 


-b+ Jb? — 4ac 
2a 


We noemen P? — 4ac de discriminant, kort weergegeven met D. (Letterlijk: hij 
die onderscheid maakt.) Deze D geeft aan of een v.k.v. 2, 1 of geen reële op- 
lossingen heeft: 

D»0 2 verschillende oplossingen; 

D=0 2 gelijke oplossingen, dus in feite 1 oplossing; 

D<0 geen reële oplossingen. 


X127 


Figuur 0.4 De drie te onderscheiden situaties voor D 


De drieterm ax? + bx + cis te ontbinden in а(х — x4)(x — x5) als x, en x; de 
oplossingen zijn van de vierkantsvergelijking ax? + bx * c — 0. 


Voorbeeld 0.9 

We willen 3x? + 14x — 5 = 0 ontbinden zoals hiervóór is bedoeld. Met de 
abc-formule vinden we als nulpunten de waarden x, = 3 en x; = =S, zodat 
3x?- 14x - 5 = 3(x - D(x + 5). 


1 
Ga nadat x, — 3 en x, = —5 oplossingen zijn van voorgaande vierkantsvergelijking. 
Los de volgende vergelijkingen f(x) = 0 op in R met behulp van de abc-formule, als 
f(x) gelijk is aan: 
а x?—7x4 12 c 1ix?4-2ix- 1 
b 2x?-7x € 6 d 72x?—145x e 72 


0.1 Elementaire algebra 21 


WS 


0.29 


0.30 


0.32 


0.33 


0.34 
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Schrijf f(x) in de vorm а(х — x,)(x — x;) met behulp van de resultaten uit vraagstuk 
0.28. 
Los de volgende vergelijkingen op in Н: 


(2х – 1? = 2x- 1 c х2+х-1=0 


х+1 x-1 1 
х? = 5а? 


+ 
X12 х-2 x?—4 


Stel de v.k.v. op waarvan de oplossingen zijn: x, = —2 en x; = 3. 
Van de v.k.v. x? — px = 6 is één van de oplossingen gelijk aan 3. 
Bereken p en de andere oplossing. 

De v.k.v. 9x? + тх + 1 heeft twee gelijke oplossingen. 

Bereken m en de oplossingen x, en x;. 


Voor welke waarden van k heeft het volgende stelsel één oplossing? 
| +y=k 
x? +у? = 25 


De vergelijking ax? — a /2 - x+ 1 = 0 heeft twee gelijke oplossingen. 
Bereken a en de oplossingen. 


Van een positief en een negatief getal is de som gelijk aan 5 en het product gelijk aan 
-24. 


Bereken die getallen. 


Samenvatting 


Je hebt voldoende ervaringen met de algebraische vaardigheden opgedaan; 
je ziet dat het ontbinden in factoren voorkomt in het oplossen van gebroken 
lineaire vergelijkingen en dat het werken met (oneigenlijke) machten in 
allerlei berekeningen overal voorkomt. Intervallen helpen je om snel aan te 
geven welke waarden de variabelen mogen en kunnen aannemen. Maak de 
volgende oefentoets. Als je daar een voldoende voor scoort, heb je binnen 
jouw opleiding voldoende kennis om verder te gaan met de volgende leer- 
eenheid. 


Toets 

Men vergroot een bol met een straal van r [cm] door de straal met p [cm] te laten toe- 
nemen. Hoeveel kubieke centimeter neemt de inhoud van de bol dan toe, uitgedrukt 
in ren in p (de inhoud van een bol met straal ris 35:73)? 


Ontbind zo ver mogelijk in factoren: a* — 5a? + 4 


Ontbind in factoren: x? — 7x 4- 6 


Те резне алав ы, 
PNT uel 


Ш 


10 


11 


4с а 
a-3b а+29 


Gegeven: = 0. Druk a uit in de overige grootheden. 


Schrijf zo eenvoudig mogelijk als oneigenlijke machten van a, ben c: 


5 ( a-3b-2 4 
Vb. 7e) 
Losxopuit: /3-7**' = (1)3+х 


Los op: 
14x?— 5x— 120 
ха – 21х2 + 20-0 


Druk a uit in cals а? + 2ac – с? = 0. 


De remweg R van een auto die met een snel- 
heid v [km/h] rijdt, is bij een nat 


3/v\2! 
wegdek gelijk aan R=—|— | . 
сь 4 ( ch 
De politie is evenwel meer geinteresseerd in de 
snelheid van de auto dan in de remweg. Uit de 
opgemeten remweg R kan de snelheid v altijd 
gevonden worden. Druk v uit in R. 


De tweetermen x^ — 1 met n een geheel getal 
zijn voor wiskundigen erg belangrijk. Onder 
meer bij de constructie van regelmatige n-hoe- 
ken of equivalent het verdelen van een cirkel- 
omtrek in n gelijke delen. Deze uitdrukkingen zijn dan ook uitvoerig bestudeerd. Daar- 
bij viel het al gauw op dat als je tweetermen ontbond in factoren met gehele getallen 
als coëfficiënten, geen enkele coëfficiënt groter dan 1 was. Zo geldt bijvoorbeeld: 
x—-1-2x-1 

х2-1 = (x- 1)(х+ 1) 

х3 1 = (х – 1)(х2+х+ 1) 

x*—1 = (x- 1)(х + 1)(х? + 1) 

х5-1 = (x- 1)(х* + x? - x? - x41) 

x$—1 = (х – 1)(х + 1)(х2 + x - 1)? — x 1) 


De factoren werden opgenomen in handboeken en tabellenboeken en men probeerde 
te bewijzen — zonder ze stuk voor stuk te ontbinden — dat deze eigenschap geldig zou 
zijn voor elke waarde van n, hetgeen maar niet lukken wilde. In 1938 daagde de 
Sovjet-wiskundige N.G. Cherbotarov de wiskundige wereld uit deze kwestie voor eens 
en voor altijd op te lossen. De oplossing werd gevonden door V. Ivanov en іп 1941 
gepubliceerd in het tijdschrift Uspekhi matematicheskikh nauk (Successen van de 
mathematische wetenschappen). Hij vond een gehele waarde van п – iets groter dan 
100 — waarbij een van de coëfficiënten van een factor gelijk was aan 2. Men kon 
ophouden met zoeken naar een bewijs voor alle n. 
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Als je gevraagd wordt deze waarde van n te achterhalen, dan kun je in plaats van die 
zelf uit te rekenen of in de bibliotheek op te zoeken in het genoemde tijdschrift, tegen- 
woordig veel beter een computeralgebrapakket gebruiken. 


Welke waarde van n had Ivanov gevonden? 


Aanwijzing: 

De computeralgebrapakketten Derive, Maple en Mathematica kunnen ontbinden in 
factoren: 

Derive: Author: x^2-1; Factor, Rational geeft: (x+1) (x-1) 

Maple: factor (х^3-1); geeft: (x-1) (х2+х+1) 

Mathematica: Factor (x° 4-1); geeft: (-1+x) (1+х) (14x?) 


d а 
Sae с» s 24m ft, 
runctiies en VJ KEK 


Deze leereenheid zal, 
afhankelijk van jouw 
voorkennis, 5 tot 8 
klokuren vragen. 


"9 


Behalve de eigenschappen van de elementaire functies zelf zullen ook het 
oplossen van vergelijkingen en ongelijkheden aan bod komen. Deze vergelij- 
kingen worden soms met behulp van de grafiek van een functie opgelost. De 
karakteristieke kenmerken van de veel voorkomende functies komen je later 
goed van pas bij probleemanalyses; een schetsje van het globale verloop van 
de grafiek van een functie kan al heel wat informatie over een probleem op- 
leveren. 

De kennis en vaardigheden uit leereenheid 0.1 komen ook in deze leer- 


eenheid aan bod. 


Voorbeelden 0.10 

De zuurgraad (pH) van een vloeistof is een maat voor de concentratie van de 
waterstofionen in die vloeistof. Deze pH wordt berekend door pH = 

-!9]og ([H*]), waarbij [H+] de concentratie van de waterstofionen aangeeft. 
Op (bijna) iedere flacon haarshampoo lezen we dat de shampoo 

pH-neutraal is. Vragen als: wat is pH-neutraal, hoeveel neemt de pH toe als 
[H*] 10 keer zo klein wordt, moeten we na dit hoofdstuk kunnen beantwoor- 
den. Het is dan belangrijk dat je weet hoe de waarde van log x verandert als 
de waarde van x honderd keer zo groot wordt of duizend keer zo klein. 


on 


Definities 
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Voorbeeld 0.11 

Als iemand onderzoek doet, voert hij experimenten uit. De gegevens die uit 
deze experimenten naar voren komen, worden geordend. Aan de hand van 
deze ordening probeert de onderzoeker een uitspraak te doen. 

Het komt vaak voor dat de gegevens vrijwel op een rechte lijn liggen die niet 
door de oorsprong gaat. Bij het modelleren van deze gegevens moet de on- 
derzoeker een functievoorschrift opstellen van de rechte lijn die het beste bij 
deze gegevens past. 

Een voorbeeld van geordende gegevens staat in tabel 0.2. 


Tabel0.2 Geordende gegevens 


Na enig rekenwerk komt de onderzoeker op de volgende vergelijking: 


143x 9 
у= ER Met de voorkennis die je bezit kun je controleren dat de waar- 


den die in de tabel voorkomen heel aardig kloppen met de rechte lijn die 
met behulp van de vergelijking te tekenen is. 


0.2.1 Lineaire functies 


Onder een lineaire functie f verstaan we een functie van het type: 
fixy - ax « bia en b in o: 0) 


Het domein D, is =. 
Het bereik B, is — 


De grafiek van deze functie is een rechte lijn. 

De letters a en b zijn constanten, die de functie karakteriseren: 

- a heet de richtingscoëfficiënt en bepaalt de helling of steilheid van de 
grafiek; 

- het snijpunt met de Y-as heeft als coördinaten (0, b); b bepaalt dus de 
hoogte waarop de grafiek de Y-as snijdt. 


b 
- hetsnijpunt met de X-as heeft als coórdinaten (- — o) . 
а 


Van alle functies waarvan de waarde а hetzelfde is, lopen de grafieken 
evenwijdig. 
De waarde b wordt ook wel beginwaarde van de functie genoemd. 


Wanneer je een lineaire functie bekijkt, merk je dat voor elk paar willekeu- 
rige punten Р = (х, yp) en О = Da Yq) op de grafiek geldt dat 
Ay у-у, ар E А 
=—— = "E. De richtingscoéfficiént a is dus constant over het gehele 
d P 
domein van f. Men spreekt dan ook wel over lineaire groei (lineair = rechtlijnig). 


Figuur 0.5 De richtingscoëfficiënt 


Opmerkingen: 

l Alsx, » x, dan is Ax = x, — x, positief. De toename Ay = Ay, — y, die hierbij 
hoort kan positief, negatief of gelijk aan nul zijn. De grafiek is dan respec- 
tievelijk een stijgende, dalende of horizontale lijn. 

2 Alsx, « x, dan is Ay = хх, negatief. De toename Ay = Ay,- y, die hierbij 
hoort kan weer positief, negatief of gelijk aan nul zijn. De waarde van de 
richtingscoëfficiënt a is onafhankelijk van het feit of door de keuze van P 
en Q het verschil Ax positief of negatief is. 

Er geldt immers: a — 24 dE TE. mi d E s 
Ax XxXQ4—X, nz 

3 Als x,-x, en P en О verschillende punten zijn, dan liggen ze kennelijk op 
een lijn evenwijdig aan de Y-as. De richtingscoëfficiënt is dan со of — ee, 
hetgeen effectief hetzelfde is. 

4 Als de richtingscoéfficiént a > 0, dan is de grafiek stijgend. Als a < 0, dan is 
de grafiek dalend. Als a = 0, dan loopt de grafiek horizontaal. 


Wanneer twee punten bekend zijn op de grafiek van een lineaire functie is 
het mogelijk om het functievoorschrift op te stellen met behulp van het al- 
gemene voorschrift van deze functie. 


Voorbeeld 0.12 

Gegeven zijn de punten P = (1, 1) en О = (2, 4). 

Gevraagd wordt een functievoorschrift op te stellen van de lineaire functie 
die door P en Q gaat. 


Oplossing: 
De coördinaten van P en Q worden ingevuld in de algemene vergelijking die 
bij een lineaire functie hoort. 

292 ft l1=a-1+b 
y=ax+b met P = (1, 1) en Q = (2, 4) geeft: eL OR 
De vergelijking wordt gevonden door het stelsel op te lossen: у = 3x — 2. Het 
bijbehorende functievoorschrift is nu f(x) = 3x — 2. 
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Voorbeeld 0.13 

Gegeven zijn weer twee punten P = (1, 1) en О = (2, 4). Ook hier wordt 
gevraagd een functievoorschrift op te stellen van de lineaire functie die door 
P en Q gaat. 


Oplossing: 

We maken eerst een schets van de situatie, zie figuur 0.6. De groeisnelheid a 
Ay 4-1 3 

wordt uitgerekend: a = Ge ht 3. De vergelijking van de lijn 

у= ax + b = 3x + b wordt gevonden door b op te lossen uit de vergelijking: 


ана со мие 


© e 
x=2 епу= 4 х=2 еп у= 4 х=2 епу=4 


Ook ор deze manier wordt het functievoorschrift f(x) = 3x — 2 gevonden. 


Figuur 0.6 De berekening van a en b 


соч 


i *0-1(2,4) 


Opmerking: 

De waarde van b kan ook gevonden worden door gebruik te maken van de 
berekende richtingscoéfficiént a. De lijn bekeken vanuit Q richting P daalt 
per eenheid 3 eenheden. Dus vanuit P richting Y-as daalt de lijn weer 3 een- 
heden en snijdt de Y-as dus ор hoogte -2 . 


Opdrachten 1 


Vraagstukken 0.35 


0.37 


0.38 


Definitie 


Parabool 


As van symmetrie 


Top van de parabool 


Bereken, met behulp van de toename in x en de toename in y, de richtingscoëfficiënt 
van de lineaire functie door de punten M = (-7, 2) еп N = (3, 7). 


Gebruik een stelsel van vergelijkingen om het functievoorschrift te bepalen van de li- 
neaire functie door de punten A = (-2, 2) en B = (2, 4) en los dit stelsel op. 


Een andere manier om het functievoorschrift van een lineaire functie te vin- 
den wanneer twee punten gegeven zijn, gaat met behulp van de groeisnelheid 
van de functie. Je bepaalt de richtingscoëfficiënt (de groei) en die vul je in de 
algemene vergelijking in, samen met één van de twee gegeven punten. Er ont- 
staat dan één vergelijking met één onbekende. Het oplossen van deze verge- 
lijking levert de laatste onbekende uit de vergelijking. Teken hierbij een plaatje 
van de situatie. 


Bepaal de richtingscoëfficiënten uit de volgende vergelijkingen, waarbij s een functie is 
van ten y van x. 
3y 2x 
$s—5z3t с —-—-2-0 
-2х + 3у= 4 4 5 


Bepaal де vergelijking van de rechte lijn waarvoor het volgende gegeven is: 
De lijn hoort bij een functie met beginwaarde —2. De lineaire groei is — 2. 


Bepaal het functievoorschrift van de lijn die door de punten (-1, –2) en (3, 4) gaat. 


Bepaal het functievoorschrift van de lijn die evenwijdig loopt aan de grafiek van de 
functie met vergelijking 3w + 2v = 8; wis een functie van v. De lijn gaat bovendien 
door het punt (-1, 1). 


0.2.2 De tweedegraadsfunctie 


Onder een tweedegraadsfunctie f verstaan we een functie van het type: 
f(x) = ax? + bx + c (a, b en c in R, a + 0) 


Het domein D, is R. 


De grafiek van deze functie is een parabool. Deze functie heeft geen, één of 
twee nulpunten als de vergelijking ax? + bx + с = О respectievelijk geen, één 
of twee oplossingen heeft, dus: 

D « 0: geen nulpunten; 

D=0: één nulpunt; 

D > 0: twee nulpunten. 

Een parabool is een lijnsymmetrische figuur. De letters a, ben c uit het 
functievoorschrift zijn constanten die de functie karakteriseren. 


De as van symmetrie van een parabool is de lijn met vergelijking х = — 25 


` b b? 
De top van de parabool is het punt met als coórdinaten: (- т С ) 


Merk op dat de top op de as van symmetrie ligt. 
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De coórdinaten van de top van een parabool kunnen ook gevonden worden 
door kwadraatafsplitsingen van ax? + bx + c. Dit principe wordt ook in enkele 
andere hoofdstukken van dit boek toegepast; vandaar dat we er hier even 
aandacht aan besteden. 

Bij kwadraatafsplitsen probeer je het linkerdeel van de veelterm ax? + bx + c 
te schrijven in een vorm waarin een kwadraat voorkomt. Vandaar de naam. 
We weten (x + p)? = x? + 2px + p?. Hieruit blijkt dat het resultaat van een 
kwadraat een drieterm is bestaande uit x?, het dubbele product van x en p en 
p?. Van deze wetenschap maken we gebruik om dergelijke drietermen te 
schrijven in een vorm waarin een kwadraat voorkomt. 


Voorbeeld 0.14 
We gaan x? + 6x + 5 schrijven als een kwadraat. 


(х + 32 = x? + 6x « 9; 
levert 9 te veel op, dus 
9 eraf halen!! 


x? + 6х+5 = 2+2. 3х +5 = (х + 3)2-9 +5 = (x + 3)?— 4. 


Er wordt 9 
afgehaald!! 


De uitdrukking (x + 3)? — 4 zal nooit kleiner dan -4 kunnen worden, omdat 
(x + 3)? = 0 is. Voor x = -3 neemt (x + 3)? — 4 de minimale waarde –4 aan. 
De top van deze (dal)parabool is dus (-3, -4) en de as van symmetrie х = –3. 


Voorbeeld 0.15 


(x-1?2 x? -2x +1; 
levert 1 te veel op; door 
vermenigvuldiging met 

-2 wordt dit 2 te weinig, 
dus 2 erbij tellen!! 


Begin met de eerste 
twee termen te delen 
door het getal voor x2 


2- 2х2 4x c 4— -2(x? - 2x) +4 
--202-2.1x)*4-2-2(-1? EE TE 
-2(x-1)??*6 


Er wordt 2 
Alternatieve aanpak: bijgeteld!! 
-2x? + 4x + 4 — -2(3? — 2x) +4 
--2(?-2.1x)t4--2(?2-2.1x*1-1)*4 
--2(?—-2-1x*1)*244 
=-2(х— 1)2+6 


Door de kwadraatafsplitsing is weer te zien dat de maximale waarde van 
-2x? + 4х + 4 gelijk is aan 6 en dat deze waarde wordt aangenomen voor 
х = 1. De top van deze (berg)parabool is dus (1, 6). 


= 2 
Opdrachten 3 Gebruik de coórdinatenformule LG c- sl om de top van de parabool uit de 
vorige opdracht te bepalen. 9 4a 


4 Laat met de top-formule zien dat het punt (2, 71) de top van de parabool 
= -3x? + 4x + 6is. 


Voorbeeld 0.16 

-3x? + 4x +6 =-3(x?- 4x)+6 
--3(x?-ix*$-3)*6 
= 32-3446 
=-3(x- 4)? +7} 


De top van de grafiek van de functie f(x) = -3x? + 4x + 6 is dus (2, 71). 


Andere eigenschappen van de kwadra- 


tische functie f(x) = ax? + bx + сеп Figuur 0.7 Tekenverloop 
zijn grafiek (de parabool) zijn: bergparabool (boven) en 
dalparabool (onder) 

Dalparabool De grafiek is een dalparabool als a > 0 5 ж AONO E 
Bergparabool en een bergparabool als a « O is. ——————— 

Het tekenverloop van een kwadrati- MI x? 

sche functie f met nulpunten x, en x, 

(met x, < x5) voor een bergparabool id digits a A 

(a « 0) is als volgt: xi X2 

f(x) > 0 voor x in (x,, x5), elders is 

fx) so 


en voor een dalparabool (a > 0): 
f(x) < 0 voor x in (x,, xj), elders is f(x) 20 
Een en ander is samengevat in figuur 0.7. 


Uitgedrukt in de coördinaten van de top (p, q) is de schrijfwijze voor de 
tweedegraadsfunctie: 

Кх) =a (х= р)? +q 

Uitgedrukt іп de nulpunten x, еп x; (zie ook paragraaf 0.1.3) luidt het 
functievoorschrift: 

f(x) = a(x — x)(x — x5) 


Vraagstukken 0.39 Bepaal de top van de parabool: 


a s-(t-3)?-1 
b у= м2 – би+ 2 
с р= –3(9 + 2)(9- 4) 
а y22x?- x41 
e у= -3х? + 6x- 1 
f ын. 

3 4 


0.40 ` Splits een kwadraat af van voorgaande 4 parabolen uit b, d, e en f. 
0.41 Bepaal bij de volgende gegevens steeds de bijhorende tweedegraadsfunctie. 
a Defunctiewaarde is nul voor x = 1 en x= 3 en 7} voor x = -2. 


b Defunctiewaarde is alleen nul voor x = 3 en gelijk aan —9 voor x = 0. 


0.42 Wat is de kleinste functiewaarde van de functie f(x) = 1x? — 2x + 5? 
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0.45 
0.46 
0.47 
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b 
0.48 
0.49 
Definitie 
Opdracht 5 
Nulpunten 
Asymptoten 
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Bepaal bij de volgende gegevens steeds de bijbehorende tweedegraadsfunctie. 
De functie heeft een minimum -2 voor x = 3 en de functiewaarde 3 voor x = 1. 
De functie heeft een maximum 1 en de functiewaarde is nul voor x = 1 en x= 3. 
De grafiek raakt de X-as in het punt (3, 0) en gaat door het punt (0, 43). 

De grafiek heeft een top (-1, 2) en gaat door het punt (0, 23). 


Ga na dat grafiek van de functie f(x) = ax? + ax + 3a — 2 geheel onder de X-as ligt 
voor alle waarden van a « 0. 


Voor welke m ligt de grafiek van de functie f(x) = —x? — 2x — m geheel onder de X-as? 


Voor welke waarden van a heeft de v.k.v. ax? + ax + 4 = O twee verschillende 
oplossingen? 


Gegeven is de functie f(x) = —x? — 3x + 1. 
Bereken pals f(p) = f(p — 1). 
Bereken a als f(a) — f(-a) = -8. 


Los op f(x) » 0 voor de zes kwadratische functies uit het vraagstuk 0.39. 


Is de volgende bewering juist? b? 
Het bereik van de functie f gedefinieerd door f(x) = ax? + bx + cis (‹ -Ig >). 


0.2.3 Gebroken lineaire functies 


Onder een gebroken lineaire functie verstaan we een functie van het type: 
ax+b j a b 

fixi - G +0 en -+ 9 
ex «d c d 


d 
D, [ate x, behalve x- - | 
с 


Са na waarom bij deze functies c # Оеп 2 * : moet zijn. 

Tip: Neem voor a, b, cen d eventueel aart concrete getallen. 

Indien a * 0, is er een nulpunt dat we als volgt bepalen: 

ах+Ь=0 & x= = 

De hoogte waar de grafiek door de Y-as gaat bepalen we door voor x de 


b 
waarde nul in te vullen. We vinden dan y= d 


De grafiek van een gebroken lineaire functie heeft asymptoten: rechte lijnen 
waarbij de grafiek van de functie ‘heel dicht’ in de buurt komt. 
De asymptoten van deze functie vinden we als volgt: 


b 

а+- 
.ах+ьЬ ` х a 
іт = lim == 
De CX-d poe с 

ст 


Orthogonale hyperbool 


Vraagstukken 


0.50 


0.51 


0.52 


d 
Voor de waarde van x= —— is deze functie niet gedefinieerd. Daarom geldt: 
С 


im 
хә-@ сх+а 


d 
De rechte y=- is een horizontale 
с Figuur 0.8 Een mogelijke grafiek van 
d fix) = ax+b 
asymptoot en de rechte x= nS 


cx«d 


is een verticale asymptoot. Het 


d 
punt =. op de X-as wordt ook 


wel een pool van de functie 
genoemd. De grafiek van de 
gebroken lineaire functie is een 
orthogonale hyperbool (zie figuur 
0.8). Orthogonaal betekent recht- 
hoekig en heeft hier betrekking 
op de loodrechte stand van 
asymptoten. 


Teken de grafiek van de volgende functies. Bepaal hierbij de asymptoten, het nulpunt 
en de hoogte waar de grafiek door de verticale as gaat. 


, -3х+ 2 
(х) = —2 
f -x 
(х) = S 
3x47 
f(x) = 
—х— 1 


ах 
Van de grafiek van de functie f(x) = heet (b + 0) is de rechte x = -2 een verticale 


asymptoot en de rechte y = 4 een horizontale asymptoot. 


Bepaal a en ben teken de grafiek van f. 


+b 
+8 


(0, –$) en heeft de rechte x = 2 als verticale asymptoot. 
Bepaal a, ben cen teken de grafiek van f. 


ax 
De grafiek van de functie f(x) = = (с + 0) gaat door de punten (1, –2) еп 
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0.2.4 Ongelijkheden 


Het oplossen van ongelijkheden die één onbekende bevatten, is een vaardig- 
heid die we later onder andere nodig hebben bij het onderzoek naar het posi- 
tief of negatief zijn van de afgeleide van een functie. 


Voor alle a, ben pin R geldt: 
1 a»ben p>0 > pa» pb 
2 a>b en p<0 = pa« pb 


Voorbeeld 0.17 

Los op in R: Paco 
"x-2 x-4 

Oplossing: 


We mogen hier niet ‘kruislings’ vermenigvuldigen met als resultaat 

(x — 1)(х - 4) = (x – 2)(x — 3), omdat we niet weten of (x — 4) en (x — 2) groter 
dan of kleiner dan nul zijn. 

De veiligste methode is: herleid de ongelijkheid altijd tot één breuk en maak 
een tekenoverzicht (zie figuur 0.9). 


(herleid | х-1 deg 
n =E 
erleid op Wer? es" 
(x — 1)(x — 4) - (x - 3)(x — 2) 
€» {breuken gelijknamig maken} E E 
(x — 2)(x — 4) 
x?— 5x c4 x? 5x — 6 
€» {herleid de teller} ee en >0 
^ (x — 2)(x — 4) 
o — —— z0 
(x - 2)(х — 4) 


Maak een tekenoverzicht. 
Uit figuur 0.9 lezen we af dat 2 « x « 4 de oplossing is van de ongelijkheid. 


lebt, E > 
Figuur 0.9 Tekenoverzicht (20х22) 20 


-- -- --0++ ++ tt ++ 
— a (х-2) 


++ ++ ++0-- --0++ ++ 
tt (KA) noemer 


— —— ——PQ —P ——-  -3;teller 


-- -- -- +++++ -- -- 


e ;breuk 
0 1 2 3 4 5 (x- 2)ix- 4) 


Vraagstukken 


0.53 


0.54 


Voorbeeld 0.18 


2x-1 х+4 
Los op in R: > 
65 m. 
х+б— x — 
9 9 
Oplossing: 
plossing 2x -1 — 
{op nul herleiden] Aa F >0 & {breuken gelijknamig maken} 


6 — +2- 
X*65 x25 


4 8 
@х-1(х+25) ees (sees) 
——————— > 0 «€» (herleid de teller} 


бе (en 


x?— 7x 20 (x + 3)(x — 10) 
70 (maak een 


8 ге 8 4 
б= аі = 2- tekenoverzicht| 
(x+ JI j (+65) (6+ 5) 


( 68)(х « 23) 
++ ++ 0—-- -- -- -- -- -- -- -- 0 ++ ++ 
EEEN 
-6$ 3 -24 10 


(x+ 3)(x — 10); teller 


+0 -- ----0 ++ +4 ++ ++ 4+ tt +t tt tł tt 
m— r y 
8 ze 294, 

-65 3 -23 10 


(x+ 68](х + 24); noemer 


+ ---—--0+4 -- -- -- -- -- -- -- H tt ++ +t 
bb 
-6$ -3 -24 10 


(х+ 3)(х-– 10) , breuk 
(x+ Säit: + 2} 


Uit het tekenoverzicht in figuur 0.10 blijkt de oplossing van de ongelijkheid 
te zijn: 


8 4 
х< -673 of -3 <x < -25 of x>10 
Zijn de volgende beweringen juist? 
-2 < -2 


22085-2 
=6 2-8 


Laat aan de hand van een getallenvoorbeeld zien dat uit a > b en с> d niet volgt dat 
ook ac » bd. 
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0.56 


0.58 


0.59 
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Is de volgende bewering juist? 
Als a » b, danis a? » b?. 


Los de volgende ongelijkheden op in R: 
a К2> 25 


х2<9 


Los de volgende ongelijkheden op in R: 


3x-4 0 
> 
2-3x 


Los de volgende ongelijkheden op in R: 


3x41 
х-5 


> –1 


— < —— 


y y-1 


2p(2 - p)? 
(р? + 2)(р+1) 


у- 2 -2 
-7 


(2— 1)(2 – 3) <0 
qg? – 492: -3 


2+1 2 


2+2 22+ 22 


- (2 - x)(x + 2)? 


=0 
x2—4 


1 -3 
Los algebraïsch op in R: m = тҮ] еп controleer daarna het antwoord ook grafisch 
x 


door de grafieken van de functies uit het rechter- en het linkerlid te schetsen en af te 


lezen waar de ongelijkheid geldt. 


0.2.5 Wortelfuncties 


Worteltrekken is op te vatten als de omgekeerde bewerking van kwadrateren. 


Als a een positief getal is, is ‚ ahet positieve getal g waarvoor geldt д? = а. 


In formulevorm luidt deze definitie voor a 2 0: 


Ja=g © а= еп gz0 


Dus Jie =4 en niet Jie — -4, of nog erger Jie = +4, 
Zo is ook Js = \/4-2= JA 42. 2/2 enzovoort. Vaak wordt dit toch ver- 


ward met: 


х2=а ө x- £a (az 0) 


Deze equivalentie is juist, maar ya zelf is één positief getal. Het +-teken komt 


uit de vierkantsvergelijking die twee oplossingen heeft in R als a > О. 


Opdracht 


Opdracht 


Een belangrijk gevolg van de definitie van Ja is: 


a als а2 0 


-а als а<0 


Zo is (3)? = 3 en {/(–5)2 = —(—5) = 5. Het laatste wordt natuurlijk al gauw 
berekend volgens: {/(– 5)? = Ben = 5. Met name in algebraïsche situaties kan 
dat gevolg van de definitie van belang zijn. 


Ga na voor welke reéle x de uitdruk- 
king / — x? bestaat. Figuur 0.11 Grafiek van 
` f(x) =\/х-2 еп glx) = V1 - 2x 


In figuur 0.11 zijn de grafieken 
van de volgende functies gete- 
kend: 


JOERGER) 
&(x)2 /1-2x 


Deze grafieken ontstaan door 
puntsgewijze constructie en 

lettend op de karakteristieke 

loop van de wortelfunctie, zoals 

het verticale verloop aan het 

begin van de grafieken en het feit 

dat grafieken van wortelfuncties 
gespiegelden zijn van grafieken 

van kwadratische functies (parabolen). 


Bepaal de domeinen D, en D, uit de grafieken van f en g in fig 0.11. 


Wortelvergelijkingen worden opgelost door kwadratering van rechter- en 
linkerlid. De oplossingen moeten daarna gecontroleerd worden, omdat door 
het kwadrateren extra oplossingen kunnen worden ingevoerd (de vergelij- 
king wordt immers van een hogere graad). 

Bij het oplossen van wortelongelijklieden kunnen grafieken behulpzaam zijn. 


Voorbeeld 0.19 
Los op /2x — 5 = 10 — x. 


Oplossing: 
J/2x-5210—x met 2x —5»50 en 10-x»0e 


1 
(links en rechts kwadrateren} 2x — 5 = (10 — x)? met х=2— en х<10 = 
1 
2х- 5 = 100 — 20x + х2, met х225, х<10 < 
1 
{ор nul herleiden} x? — 22x + 105 = 0, met х225, 
x«10 e (x- 7)x- 15) = 0, met х225, x<10ex=7 of х= 15, 


1 
met х=225, х<10 


Dus х= 7. 
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In het algemeen geldt voor f(x) ^ a*: 
1 De functie is stijgend als a in (1, >). 
2 De functie is dalend als a in (0, 1). 


Gevolgen: 

1 aP>atep>gq (ain(1, ai 

2 aP>atesp<q (аіп(0, 1)) 

3 a"-a'ep-q (ainR* en a#1) 


Voorbeelden 0.21 
1 Losopin R: 5*= 125 


Oplossing: 

Schrijf linker- en rechterlid als macht met hetzelfde grondtal 5 en gebruik 
eigenschap 3: 

$*2125e5*25*ex-3 


1 x-3 
2 LosopinR: G) <4 


Oplossing: 1 
Schrijf linker- en rechterlid als macht met hetzelfde grondtal — en 
gebruik eigenschap 2: 2 


1 x-3 1 -2 
- «[- ox-3»-2oex»1 
2 2 


Een alternatief is: schrijf linker- en rechterlid als macht met hetzelfde 
grondtal 2 en gebruik eigenschap 1: 


x-3 
5) <462-5+3<226 -х+3<26х>1 


3 Er komen steeds meer mensen ор de wereld. Je vraagt je af of dat wel goed 
gaat. Hebben we voedsel genoeg voor al die mensen? Waar moeten ze 
wonen? Leven we straks allemaal in steden? Houdt welvaart gelijke tred 
met de groei? Raken grondstoffen niet op? 

Om deze vragen te kunnen beantwoorden, proberen we met zogenoemde 
groeimodellen voorspellingen te doen over de omvang van de wereldbe- 
volking. 


Gegeven: 

In 1975 bedroeg de omvang van de wereldbevolking naar schatting 4 miljard 
mensen en groeide zij gemiddeld met 2,3% per jaar. 

De groeifunctie N(f) die het groeiproces beschrijft is №) = a · 1,023*, maar 
kan ook worden benaderd met №2) = a · 29033: Voor t = 0 geldt dan: N(0) = а 


Gevraagd: 
Na hoeveel jaren heeft de wereldbevolking zich bij dit groeimodel 
verdubbeld? 


Opdracht 


Vraagstukken 


0.66 


0.67 


0.68 


Oplossingsschema 

1 Destartwaarde a in dit groeimodel is de omvang van de wereldbevolking 
in 1975. We definiéren t als de tijd in jaren vanaf 1975. 

2 We noemen de tijd waarin N(t) zich verdubbelt л. Er geldt dan: 
N(t 4 h) = 2. Nu 

3 We lossen h uit deze vergelijking op. 


Uitwerking 
De groeifunctie wordt beschreven door: Nu) = 4 - 29.033! 
Er geldt dus: ab 29.033(с+ л) 22.4. 20.033: о 

c 20.o33(t +) 2 . 20,033t c 

c 29,0334 n) == 2! + 0,033t c 

< 0,033(t + Л) = 1 + 0,033t > 

€» 0,033t + 0,033 = 1 + 0,033t > 

= 0,0330 = 1 > 


1 
Ө һ = = = 30,3 
0,033 


Dus na ruim 30 јааг, ofwel іп het jaar 2005, zal de wereldbevolking zich bij 
dit groeimodel hebben verdubbeld en uitkomen op 8 miljard mensen. 


Veronderstel dat alle regeringen zich gezamenlijk ten doel stellen, dat de verdubbeling 
van de wereldbevolking pas na 50 jaar mag plaatsvinden. Wat is dan het veronder- 
stelde gemiddelde groeipercentage per jaar? 


Teken de grafieken van de volgende functies: 


reg" d К) = (1) 
f(s) = 3-3-1 е eis Am? 
х) = à»? Е) = 3" – 3 
Los op in R: 

NE d 327 = (1)*-* 
Ar Ae е ()*?z9 
Gl f Getal 


Een preparaat R valt als gevolg van radio-actieve straling uiteen volgens de verge- 
lijking: 

R(t) = Bell 

Hierin stelt R(t) de hoeveelheid preparaat na t jaar voor. 

Wat stelt А, voor? (Vul t = O in.) 


Wanneer is R(t) = }R,? (Deze tijd heet de halfwaardetijd van het preparaat.) 
Wanneer is 75% van de stof uiteengevallen? 
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0.69  Eenlaboratoriummedewerker heeft op zijn eerste werkdag veel tijd nodig voor het uit- 
voeren van een kwaliteitscontrole. De tijd v,(t) die nodig is voor een controle als de 
medewerker t minuten ervaring heeft, kan worden gemodelleerd als: 


v(t) = 30 + 18-004: De ent in minuten) 


Voor een andere medewerker geldt: v‚(t) = 25 + 271-993 


a Hoeveel tijd heeft elk van de medewerkers nodig voor één controle na één uur werk- 


ervaring? 


b Hoeveel tijd heeft elk van de medewerkers nodig voor één controle aan het einde van 


de eerste werkdag? 


c Welke van beide medewerkers zal op den duur het snelst werken? 


0.70  LosopinR: 2-4» 29-2 


Francois Viéte (1540-1603) 


Het lijkt zo vanzelfsprekend dat we praten en 
schrijven over x? + 5x — 1 = O of /x? — 1. Toch 
doen we dit slechts pas circa 400 jaar. Vóór die 
tijd werd een vergelijking als x? + 5x — 1 2 0 in 
woorden omschreven (in het Latijn!) als ‘de 
derde macht van een grootheid, toegevoegd 
aan 5 keer die grootheid, te verminderen met 
...' enzovoort. Francois Viète bracht hierin ver- 
andering. Deze Viète was, zoals vele grote des- 
kundigen uit die tijd, geen beroepswiskundige; 
hij was jurist en adviseur van het Franse konings- 
huis. 

Viète dankt zijn bekendheid voornamelijk aan de 
invoering van de letteralgebra (in 1951 in zijn 
boek /n artem analyticam isagoge, Inleiding tot 
de analytische kunst). In de 16e eeuw was de 
algebra de kunst van het oplossen van vergelij- 
kingen. Kort voor Viéte had de algebra een groot 
succes behaald. Italiaanse rekenmeesters en ge- 
leerden hadden in de eerste helft van de 16de 
eeuw een methode gevonden om kubische ver- 
gelijkingen (zoals, in moderne notatie, 

x? + 5x? + x — 2 = 0) op te lossen, en daarmee 
hadden zij een nieuw stuk wiskunde uitgevon- 
den. Maar sindsdien was er niet veel nieuws 
meer gebeurd. Er ontbrak een eenvoudig, uni- 
form systeem voor het opschrijven van uitdruk- 
kingen als x? + 5x? + x — 2; en voor het op- 
schrijven van algemene uitdrukkingen, zoals 
ab? + bc + c, of formules, zoals 

(a + b)? = a? + 2ab + b? was er in het geheel 
geen notatiesysteem. 
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Hiervoor ontwikkelde Viète nu een letter- 
schrijfwijze, waarbij hij het simpele maar belang- 
rijke onderscheid maakte tussen onbekende en 
gegeven grootheden (onbekende gaf hij aan 
met een klinker, bekende met een medeklinker). 
Op andere punten is Viète nog klassiek: in plaats 
van onze schrijfwijze A? en A? schrijft hij nog 
Acub en Aquad. Vergelijkingen met twee onbe- 
kenden (zoals 5x + 2y = 3) waren voor Viète 
oninteressant, omdat zij niet tot één oplossing 
leiden. Pas door het werk van de Franse filosoof 
René Descartes (1596-1650) en zijn tijdgenoot 
de jurist Pierre de Fermat kregen ook zulke onbe- 
paalde vergelijkingen betekenis. 


0.71 


0.72 


Opdracht 


Voorwaarden voor g 


11 


De functie 2 is overal stijgend, dat wil zeggen: als x, > x>, dan is 2*: > 2*2. Anders 
gezegd: hoe kleiner de waarde van de exponent, des te kleiner de functiewaarde. 
Het minimum van de functie f(x) = 2^*—6х+8 wordt dan ook bereikt bij het minimum 
van x? — 6x + 8. Bereken dit minimum. 


Als een kapitaal K van € 1.000,- tegen 896 per jaar wordt weggezet en die rente wordt 
ook weer, samen met die € 1.000,-, voor een jaar rentedragend weggezet, dan zal het 
kapitaal К( na t jaar gelijk zijn aan K(t) = 1 000(1,08)'. 

Na hoeveel jaar heeft het kapitaal zich verdubbeld? 


0.2.7 Logaritmen 


In de uitdrukking g* = a staan 3 getallen: g, x en a. Bij gegeven g en x kunnen 
we a bepalen met de operatie machtsverheffen. 
Ook als x en a zijn gegeven, kunnen we g bepalen met de operatie machts- 


1 
verheffen: g = а^ 


Als g en a bekend zijn, kunnen we x (de macht waartoe we g moeten verhef- 
fen om a te Krijgen) bepalen met een operatie die we logaritme nemen noe- 
men. We gaan dus uit van g* = a (g en a zijn gegeven) en willen de exponent x 
bepalen. Vooruitlopend op de definitie van logaritme noteren we: 


g=a € x-s*loga (spreek uit: g log a) 
Hierin is g het grondtal en a het argument. Als g = 10, schrijven we x = log a. 


Voorbeelden 0.22 


1 log /10 - 1, want 10: = 4/10 
2 “log 6 /6=3, want ( 6)? = e /6 


3 Slog 16— 1 want 8: = 16 


Uit het laatste voorbeeld volgt 8 “ief 16 = 16. 
Algemeen geldt: 


9108 а-а 
Deze rekenregel zou је іп woorden ор deze manier kunnen onthouden: 
kip "log kuiken) — kuiken (spreek uit: kip tot de macht (kip log kuiken) is kuiken.) 


kiplog kuiken is de macht waarin je het grondtal kip moet verheffen om kuiken 
te krijgen. 


Bereken zonder rekenmachine: 2log 4, “log 2, '9??log 10, '?log 1000 en 6 “loo 5 


Als g = 0, volgt uit ?log a = x dat 0*= a. Dit is onmogelijk als а + 0. 

Als g = 1, volgt uit Пор a = x dat 1* = a. Dit is onmogelijk als a + 1. 

We zien dat g = Оеп g = 1 geen waarde opleveren voor $log a. Daarom slui- 
ten we & = Оеп & = 1 uit. 

Neem nu eens g < 0: 

7log 16=х e (-4) =16 e х= 2 

74108 64 =x €» (-4)* = 43. Hieraan voldoet geen enkele х in R. 

4105 64 heeft dus geen betekenis. De definitie *log a is voor $ < 0 soms zin- 
vol en soms niet. We spreken daarom af dat: 
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Afspraak 
Opdracht 12 
Definitie 
Afspraak 
Opdrachten 13 


14 


Rekenregels 
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In ?log a komt g uit >‘ enis g ғ 1. 

Ga zelf na dat het in 909 a = x (dus g* = a) onmogelijk is om met een a < 0 te werken, 
nu je weet welke waarden g mag aannemen. 

"loga-x«»g'-atíaengin-' eng + 1) 

We spreken van: 

1 Briggse logaritmen als g 10; 


2 natuurlijke logaritmen als g e - 2,71828182845. . . In plaats van “log schrij- 
ven we dan In, de afkorting van het Latijnse woord logaritme naturalis; dus: 


In x од x 


3 Als g niet vermeld is, dan is g = 10. 


Gebruik een computeralgebrapakket om het getal e nader te leren kennen. Hierna zijn 
twee beschrijvingen gegeven van het getal e. Probeer hiermee zelf het getal te benade- 
ren. 
e= lim (1-4 p)" 

po 


E 


n-i n! 


Ga na, zonder rekenmachine, welk getal groter is, 19109 100 of “log 100. 
Voor alle g in R* met g # 1 geldt: 

1 9log ab = log a + ?log b (a» 0 en Ь>0) 

2 "log = 9log a — 9log b (a» 0 en b» 0) 


3 Ilog a? = b ?log a (b in R en a» 0) 
a 


P| 
4 9loga = 


iog g (p willekeurig in R*, p +1 en a>0) 


Opmerkingen 
Uit rekenregel (3) volgt: 
1 
slog Ha sloga (binN* en a» 0) 
en 
1 
slog 2 —Slog a (a > 0) 


Uit rekenregel (4) volgt: 


slog a= (a > 0) 


“log $ 


Voorbeelden 0.23 


1 


Bereken x als ?log х = 4. 

Oplossing: 

Uit ?log x = 4 volgt volgens de definitie: x= 3* 2 81 
Bereken x als 3 — “log x = 1. 


Oplossing: 
Uit 3 — 5log x = 1 volgt *log x = 2 en hieruit volgens de definitie: 
e Ries Zä 

4 
Bereken x als ?log (3) = Зор x 

х 
Oplossing: 

4 4 

Uit ?log GC = $log x volgt Ss x. Na kruislings vermenigvuldigen 


vinden we de vergelijking x? = 4 met als oplossingen x= – 2 of x= 2. 
Van deze twee oplossingen voldoet x= — 2 niet aan de bestaans- 
voorwaarde. 


In veel westerse landen blijkt er voor kinderen tussen 5 en 13 jaar een ver- 
band te bestaan tussen het gewicht en de lengte. 


Gegeven: 
De formule log W = 0,008/1 + 0,38 geeft voor kinderen tussen 5 en 13 jaar 
het verband tussen het gewicht W in kg en de lengte h in cm. 


Gevraagd: 

a Alseen kind van 10 jaar een lengte heeft van 130 cm, wat zou dan vol- 
gens deze formule zijn gewicht moeten zijn? 

b Alseen kind van 8 jaar een gewicht heeft 23,5 kg, wat zou dan volgens 
deze formule zijn lengte moeten zijn? 

с Schrijf de formule in de vorm W = b - $" (geef b in twee decimalen 
nauwkeurig en g in 4 decimalen). 


Oplossing: 

a Uit log W = 0,008h + 0,38 volgt 
log W = 0,008 - 130 + 0,38 = 1,42. Volgens de definitie van (log is 
dan: W = 10142 ~ 26,30 kg. 

b Uit log W = 0,008h + 0,38 volgt log 23,5 = 0,008h + 0,38 en dus 


log 23,5 — 0,38 


— 123,88 cm. 
0,008 ZER 


c Uit log W = 0,008h + 0,38 volgt volgens de definitie van de logaritme 
W = 109,008/+0,38, Deze uitdrukking kunnen we met de elementaire 
algebra uit leereenheid 0.1 omvormen tot: 

W= 100.008h+0,38 e 10938 р 100.008} i 109538 P (109.008)^ = 2,40 К 1,0186" 
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Vraagstukken 0.73 Bereken: 
а 5095 g Zog) 
b *log 16 h 4log1 
c ?log3 і log 6/6 
d 2109 1 j Ine? 
1 
e slog 4 k In— 
g " Je 
f ?log Aa 1 log 9 
0.74 Bereken xals: 
a "logx-1 e "log A=} 
6 
b 4logx--1 f $log "m 5log 5 + 5log 31 
с ?log x--) д ?log (x – 1) = 2109 (1 — х) 
d 2+ 4109 x20 h ?log (x + 2) = ?log x 
0.75  Gegevenis: log 2 = 0,30 en log 3 = 0,48. Bereken zonder rekenmachine: 
a log6 d log 43 
b log 15 e log INE 
c log 1,2 f log 20 
0.76 a Laat met behulp van rekenregel (4) zien dat: 
log x 
In x 2 — 
log e 
b Ga nadat: In x= 2, 302585 … - log x 
0.77 Gegeven is de vergelijking a^ = с". 
Los x hieruit op. Voor welke a, b en c geldt dit? 
Opmerking: Voor positieve getallen a en c is het dus mogelijk de uitdrukking a^ te her- 
schrijven tot een exponentiële uitdrukking met een willekeurig positief grondtal (c). 
0.78 De zuurgraad (pH) van een vloeistof is een maat voor de concentratie van waterstof- 
ionen in die vloeistof. De waterstofionen H* veroorzaken de zurigheid van een vloei- 
stof. 
De рн is gedefinieerd door pH = —'®log ([H*]), waarbij [Н+] de concentratie van de 
waterstofionen aangeeft, met [H*] in (0, 1). Op (bijna) ieder flacon haarshampoo lezen 
we dat de shampoo pH-neutraal is. 
a Merkwaardig is dat er geldt: hoe kleiner pH, des te groter [H*]; ga na dat dat inder- 
daad zo is. 
b [OH-]is de concentratie van ionen die het basisch karakter (het zeepgehalte) van de 
shampoo bepalen; er geldt altijd dat [OH-] - [H+] = 10-15. 
Als [Н+] = [ОН-], dan heet een shampoo pH-neutraal. 
Hoe groot is de pH van een pH-neutrale shampoo? 
с Ное groot is de pH van een vloeistof als de concentratie [Н +] gelijk is aan 10-3? 
d Hoeveel maal moet men de [H*]-concentratie kleiner maken als men deze pH-waarde 
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wil verdubbelen? 


0.2.8 Logaritmische functies 


Definitie Onder een logaritmische functie verstaan we een functie van het type zie ook fi- 
guur 0.13:: 


f(x) = 1од х (igin^' met д ғ 1) 
D,-R* 


In figuur 0.13 zijn de grafieken 


van de twee hoofdtypen logarit- Figuur 0.13 Grafiek van 
mische functies *log x, voor f(x) Dag x met g» 1 (g - 2) en 
g>1(f)en voorO « g « 1 (h). 9(х) = Dog x met « g« 11g» ,) 


Steeds geldt dat een logaritmische 
functie de gespiegelde is van de 
grafieken van een exponentiéle 
functie. Zo hebben de logaritmi- 
sche grafieken altijd een verticale 
asymptoot: de gespiegelde van de 
horizontale asymptoot van de 
exponentiële functie. 


Bij het schetsen van de grafiek 

van bijvoorbeeld Figuur 0.14 De grafiek van f(x) = 2109 (4-х) 
f(x) = 2105 (4 — x), letten we ————M——MÓM—À———MMM— 
eerst goed op dat er moet 
gelden: 4 — x > 0, dus x < 4. 
In het punt x = 4 zit dus de 
verticale asymptoot en verder 
loopt de grafiek boven het 
interval ( <, 4). De functie- 
waarden van х = 3,5, x = 3, 
x=2,x=0enx=-4leveren 
nu snel de grafiek van 

f(x) = ?log (4 — x). 

Zie ook figuur 0.14. 


2log (4 -x) 


Opdracht 15 Schets zelf eens de grafiek van f(x) = 2109 (x + 4), op (-4, >). 
Voor a > Oen b > 0 geldt: 
1 Sloga=Slogb © a=b 
2 Sloga<Slogb © a«balsg»1 
(Voor g > 1 is de grafiek van “log x een stijgende grafiek, dat verklaart 
rekenregel 2.) 


3 Sloga>Slogb © a«b (0<5<1) 


Opdracht 16 Onderzoek de grafiek van 9log x voor 0 < g < 1 (bijvoorbeeld voor g = 3) en verklaar 
regel 3 daarmee. 
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Vraagstukken 0.79 


0.81 
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Bepaal het domein van de volgende functies: 


2x 

Қу) = 2109 (y? – 6y + 8) а Кх) = “log (4-5) 
f(x) = 31 х-4 

like, х+3 

х? +4 

f(z) = 109 (22 – 102+ 25) e f(x) = ?109 ee 
Teken de grafiek van de volgende functies: 
f(x) = log x d 9) = log (q— 2) 
f(x) = ?log (x + 2) e КЕ) = log (2- t) 


f(r) = Mog r 


De rechte lijn in figuur 0.15 geeft het verband weer tussen de grootheid y en de tijd t. 


Figuur 0.15 Het verband tussen y en de tijd t 


10 102 103 t 


Beschrijf welke schaalverdelingen op de beide assen in figuur 0.15 zijn toegepast. 


b Bepaal y als functie van t. 


Bepaal t als functie van y. 


Los op inR: 

2log (3t — 1) + 2109 (2t + 1) = 2109 12 – ?log 3 
109 (2-30) – 2109 (1- 0 - 2 

2109 (21+ 1) = 1 + 2109 (3t? – 4) 


Т 2-х А 
210! — |= 
9 х+4 


х2 + 140 
iog ( : Lu 


0.83 


с v» 


m 


Los op in R: 

2109 (3H + 1) < 2109 (4H - 1) 

‘log Н> log (2H – 1) 

3log (H — 4) + 1 = 3109 (2H +1) 
3log (H+ 1) – log (19 – 2H) = -1 


“log HZ “log Z 


Uitwerking van de probleemstelling aan het begin van leereenheid 0.2: 

Met behulp van computeralgebra is het betrekkelijk eenvoudig om aan de 
hand van gegeven getallenparen een functievoorschrift te vinden voor een 
lineaire functie. Het aanpasen van deze punten aan een curve (fitten) gaat 
binnen de wiskunde met behulp van de regressiemethode. Computeralgebra- 
pakketten maken gebruik van de methode van de kleinste kwadraten. Dit houdt 
in dat de verticale afstand van ieder punt tot de regressielijn zo klein moge- 
lijk is. 


Derive 

Het invoeren van getallenparen: 

Getallenparen worden ingevoerd met een matrix, dit is een handig notatie- 
systeem. Willen we bijvoorbeeld 10 getallenparen invoeren, dan gebruiken 
we een matrix met 10 rijen en 2 kolommen. Deze serie getallenparen 
(matrix) kunnen we met de Plotopdracht rechtstreeks op het scherm weerge- 
ven. 

Gebruik voor het invoeren van de getallenparen: 

Author Matrix en definieer 2 kolommen met 10 rijen. 


Het fitten van curven aan getallenparen: 

Door te fitten aan de curve y = ax + b beperken we ons tot algemene lineaire 
regressie. 

Door te fitten aan de curve y = ax beperken we ons tot rechte lijnen, die 
gedwongen door de oorsprong gaan. 


Het fitten van de curven gaat met de opdracht: 

fit([x,functie],$1) indien #1 de ingevoerde puntenmatrix is. 

Met x wordt de functievariabele bedoeld en functie is de genoemde curve, 
bijvoorbeeld ax + b. 


Maple 

Het invoeren van getallenparen: 

De getallenparen moeten als x-coördinaat en y-coördinaat apart worden 

ingevoerd. Hierbij moeten de x-coördinaten van klein naar groot worden 

gesorteerd. (Let dus goed op de volgorde van de y-coórdinaten.) 

De invoer ziet er in ons voorbeeld als volgt uit: 
:=[1,2,3,4,5,6,7,8,91;Y: = [2,2,5,7,8,11,14,17,21]; 


Het fitten van curven aan getallenparen: 

Met behulp van het statistiekpakket is het mogelijk om regressie 
vergelijkingen te construeren. Het activeren van dit statistiekpakket gaat met 
behulp van het commando with (stats). Na het activeren van het 
statistiekpakket moet nog een subpakket worden geactiveerd met behulp van 
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het commando with(£it), hierin bevindt zich het commando least- 
square. 

Nu ziet de invoer er als volgt uit: 

with(stats):with(fit): 

rl: -leastsquare[[x,y],vergelijking, (constanten)] ([X,Y]); 
Met [x,y] worden de variabelen uit de vergelijking bedoeld en vergelij- 
king is de genoemde curve, bijvoorbeeld y — ax 4- b. Met constanten wor- 
den de te vinden constanten uit de opgegeven vergelijking bedoeld (hier a 
en b). 


Samenvatting 


Van zes elementaire en vaak voorkomende functies ken je nu de loop van de 
grafiek. Ook weet je, als f een elementaire functie is, hoe dan de grafiek van 
у= f(-x) en algemeen у = f(ax + b) zal verlopen: stijgen, dalen, eventuele 
toppen en asymptoten zijn kenmerken waar je goed op moet letten. In ver- 
gelijkingen en ongelijkheden pas je de functie-eigenschappen toe en maak je 
een zo klein mogelijke uitdrukking die je dan oplost. Soms gebruik je een 
grafiek om af te lezen waar de ene grafiek boven of onder een andere grafiek 
ligt; snijpunten van die grafieken bepaal je door de bijbehorende vergelijking 
op te lossen. 


Toets 


Los op in R: 
?-1liv-2z0 


vtl v-1 -4v 


+ = 
v-1 v41 v?-1 


Splits een kwadraat af in y = 4x? — 2x + 1 en bepaal de top van de parabool 
у= 4х? – 2х + 1. 


Teken de grafiek van de functie f(x) = 
-3x49 


, bepaal het snijpunt met de 


3x—-3 
—3x49 


ten slotte het antwoord door de ongelijkheid ook algebraisch op te lossen. 


lijn y = } хеп lees uit de grafiek af voor welke x: 


= ix is. Controleer 


Een kapitaal G wordt tegen een percentage p per jaar weggezet en de rente zelf is ook 
rentedragend. Na een tijd t (in jaren) is het bedrag gegroeid tot G(1 + р/100)". Als 
verlangd wordt dat na 5 jaar het bedrag zich heeft verdubbeld, hoe groot moet het 
rentepercentage (p) dan minimaal zijn? 


Bij het productieproces in een fabriek ontstaat heel wat vervuiling. Als een fabrikant 
p % van zijn afval wil verwijderen, bijvoorbeeld in een verbrandingsoven, dan zijn de 
kosten K in miljoenen euro per jaar gelijk aan: 


30, 
E 
(110 - p) 


Welke waarde kan p aannemen in deze situatie? 
Als de fabrikant nu niet meer dan 100 miljoen euro wil (kan) uitgeven aan de verwijde- 
ring van de verontreiniging, hoeveel procent kan dan maximaal worden verwijderd? 


Los op in R: 
A = ilog - 
og х= “log : 


(^log 3)? = 4 


Een priemgetal is een geheel getal met precies twee verschillende delers, het getal zelf 
en het getal 1. (Het getal 1 is dus geen priemgetal!) De eerste priemgetallen zijn: 2, 3, 
5,7, 11, 13, 17,19... 

De kwadratische uitdrukking N? + № + 41 (Eulers polynoom genoemd, naar Leon- 
hard Euler (1707-1783)) heeft voor de getallen N = 0, 1, 2, 3, ..., 39 de eigenschap 
dat haar waarde een priemgetal is. We vinden respectievelijk: 41, 43, 47, 59, ..., 1 601; 
dit zijn allemaal priemgetallen. 

Voor N = 40 is de waarde gelijk aan 41? = 1681 (ga na) en dus geen priemgetal. 

Ga na welke waarden van N = 100 nog meer een waarde opleveren die geen priem- 
getal is. Hoeveel zijn het er? 


Aanwijzing: Deze opgave is bij uitstek geschikt om gemaakt te worden met behulp van 
een computeralgebraprogramma. In Derive, Maple en Mathematica zijn functies aan- 
wezig die gehele getallen in factoren kunnen ontbinden (zie de aanwijzing hieronder) 
of kunnen vaststellen of een getal wel of geen priemgetal is (zoek die zelf op). Let ook 
op de mogelijkheden om de resultaten in tabelvorm weer te geven. 


Derive: Author: 6; Factor geeft: 2*3 


Maple: ifactor (6) ; geeft: (2) (3) 
Mathematica: FactorInteger[6] geeft: ((2, 1), (3, 1}} 
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Goniom 


e 

Deze leereenheid kan 
5 tot 15 klokuren eisen, 
afhankelijk van de 
voorkennis. 


etri 


o 


a en 
[ 


е crn 


Voor bijna alle opleidingen zijn onderdelen van de goniometrie als basisvak 
van belang. Goniometrie speelt een rol in de mechanica, trillingsleer, coórdi- 
natenleer, landmeetkunde, optica, elektriciteitsleer, elektronica enzovoort. 
De meetkunde uit deze leereenheid bevat de formules voor de inhoud en de 
oppervlakte van de meest voorkomende ruimtelijke en vlakke figuren; deze 
komen veel voor in toepassingen binnen en buiten de technische vakken. 
De goniometrische formules, die je op basis van het advies van je leraar of 
vanuit de studiewijzer zult tegenkomen, zijn bedoeld om aan te geven welke 
formules voor jouw opleiding van belang zijn. Omdat die keuze per oplei- 
ding sterk kan verschillen, is moeilijk aan te geven hoeveel tijd deze leer- 
eenheid precies zal kosten. Natuurlijk speelt jouw voorkennis ook nu weer 
een rol. 


radiaal 


Definitie 


Opdracht 


Goniometrische 
verhoudingen 


Definitie 


0.3.1 Basisbegrippen uit de goniometrie 


Hoeken worden vaak uitgedrukt in radialen (zie figuur 0.16). 


Figuur 0.16 Een (middelpunts)hoek van 
respectievelijk 1 en o radialen 


Eén radiaal (notatie 1 rad! is de grootte van de middelpuntshoek in een cirkel met 
een straal R die staat op een cirkelboog met de lengte R. 


Een middelpuntshoek van a (zie figuur 0.16b) staat op een cirkelboog die 
а · R lang is. Een middelpuntshoek van 180° staat op een cirkelboog van mR. 
Dus т rad = 180°. 


Samenvattend 


7 rad = 180° 


1 гаа = 


= 57,3? = 57°18’ 


Aangezien het mogelijk is от zowel met graden als radialen te werken, dien 
je voordat je gaat rekenen te kijken met welke eenheid je moet werken. 
Controleer ook altijd of je rekenmachine in de juiste eenheid staat. 

Druk de hoek van 1? uit in radialen. 


We definiëren voor de scherpe hoek a 


van de rechthoekige driehoek ABC (zie Figuur 0.17 Een rechthoekige 
figuur 0.17) een viertal goniometrische | driehoek ABC 
verhoudingen. 


De sinus van hoek a (notatie: sin a) is het 
quotiënt van de lengten van de over- 
staande rechthoekszijde en de schuine 
zijde. 
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| Definitie 

Definitie 

Definitie 
Opdracht 2 
Opdracht 3 
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In formulevorm luidt deze definitie: 
: a D 
sin a=- of a-csina 
[4 
De cosinus van hoek a ‘notatie cos a) is het quotiënt van de lengten van de aan- 
liggende rechthoekszijde en de schuine zijde. 
In formulevorm luidt deze definitie: 
b 
cosa —- of b-ccosa 
с 
De tangens van hoek « (notatie tan a) is het quotiënt van de lengten van de over- 
staande rechthoekszijde en de aanliggende rechthoekszijde. 
In formulevorm luidt deze definitie: 
a 
Hi pe, of a=btana 
De cotangens van hoek a (notatie cot a) is het quotiënt van de lengten van de 
aanliggende rechthoekszijde en de overstaande rechthoekszijde. 
In formulevorm luidt deze definitie: 


b 
cota —- of b=a cota 
a 


Uit de definitie van sin a, cos « en tan « volgt: 


Ga na of de volgende bewering juist is: 


Cot a = — 
tan o 


Uit de definitie van sin a, cos a en figuur 0.17 volgt: 


sin? a + cos?a 21 < tan?a+1l= 


cos? a 


Let op: sin? a betekent (sin a)? 


Als tan a = NE bereken dan met voorgaande formule: cos « 


Sinusregel, In elke A ABC (zie figuur 0.18) geldt: 


cosinusregel b 


a 
1 de sinusregel —— = —— = —— 
sina sinB sin y 


Figuur 0.18 Driehoek ABC 


С 
b 
а 
А - B 

a? = b? + c? - 2bc cosa 
2 de cosinusregel jb? = a? + с? — 2ac cos В 
c? = a? + b? — 2ab cos y 

Goniometrische func- Onder goniometrische basisfuncties verstaan we functies van het type: 


ties 
Ё) = 5іпх D,-R 
Ќх) = соѕх D,-R 
f(x) =апх р, = Е (behalve x = 3m, - $m, $m, –-5т,...) 


In figuur 0.19 zijn de grafieken van deze drie bekende goniometrische functies 

getekend. Uit de grafieken volgen de volgende eigenschappen, met k in Z. 
Eigenschappen sin (x + k-27) = sin x 

cos (x + k-27) = cos x 


tan (x + Кт) = tan x 


sin (.—X) = -sin x sin (x т) = -sin x 

Cosi х) = cos x COS (x + т) = -cos x 

tan (-x) = -tan x tan (x + т) = tan х 

Opdracht 4 Ga na of de bewering sin (x + З пт) = —sin x juist is. 

Verder geldt nog dat: 

sin (v — х) = sin x sin (4m — x) = cos x 
COS (m — X) = -cos x cos (ia — x) = sin x 
tan (mr — x) = -tan x tan (Sm — x) = cot x 
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Figuur 0. 


De grafieken van de goniometrische 
functies sinus, cosinus en tangens 
a 
1 Y f(x) = sinx 


X+ 7 


34 Y f(x) - tan x 


In figuur 0.20 is de grafiek van de functie f(x) = a sin (bx — c) + d weergege- 
ven. Voor deze trilling kunnen we de betekenis van a, b, c en d uit de tabel 
halen. We hebben in de tekening de situatie weergegeven dat a, b, c en d 
positief zijn. 


Figuur 0.20 De grafiek van de functie f(x) = a sin (bx — c) + d 


Een samenvatting van de begrippen staat in tabel 0.3: 


Tabel 0.3 

Begrip Eenheid y= asin (bx- с) + d 
evenwichtsstand m d 
evenwichtslijn y=d 
amplitudo = m IET 


de maximale uitwijking 


kleinste waarde van х{>0) waarbij - 
nieuwe periode begint 


b 

trillingstijd s 27 

(of periode) b 
b. 
2n 


frequentie Нг = 5-1 


Voorbeelden 0.24 
1 Van AABC is gegeven а = 8, b = З en cos у = 0,2. Bereken c. 


Oplossing: 

Uit de cosinusregel volgt: 

с? = а? + b? – 2ab cos yc? = 82 +3? — 2 . 8 - 3 . 0,2 & c? = 63,4 
&c=7,96 


2 Van AABC is gegeven a = 10, sin a = 0,8 en sin B = 0,3. Bereken b. 


Oplossing: 
Uit de sinusregel volgt: 
a b 10 b 


3 
ee ellie E 
sina snp 0,8 03 ев 


3 Vereenvoudig zo ver mogelijk: (sin х + 1)? + (cos x — 1)? 


Oplossing: 

(sin x + 1)? + (cos x - 1? = sin 2х + 2 sin x + 1-- cos 2x — 2 cosx + 1 
= sin ?x + cos 2x + 2sin х +1 – 2cos x +1 
=3 +2 5іп х – 2 СОЅ Х 


0.3 Goniometrie еп meetkunde 57 


Vraagstukken 0.84 Vulin: 


1 

a 30*-...rad e gerade. 
1 

b 100°=...rad f zende. 
2 

€ 135*5...ad g zende. 
7 

d 330?-...rad h grade 


0.85 Geef bij de volgende beweringen aan of ze juist of onjuist zijn: 


a sin (—30°) = sin (150°) e cos (210?) = cos (30°) 


b cos (405?) = cos (45°) f tan (—30?) = tan (150?) 
. {7 ‚ПП . al 1 
с sin HJ = sin (8 d g sin 9 = cos t d 
7 1 1 1 
d tan (s) en (с) h tan EE (5e) 


0.86 Текеп steeds een rechthoekige driehoek met een scherpe hoek a. 
a Als gegeven is dat sin а = 0,7, bereken dan in die driehoek hoe groot cos a is. 
b Als gegeven is dat tan a = 0,1, bereken dan sin a en cos a. 
с Als gegeven is dat cot a = 0,3, bereken dan tan a en sin a. 


0.87 Ziefiguur 0.21. Bereken: 
Figuur 0.21 Een rechthoekige 


a sing alsb=3enc=4 driehoek ABC met hoogtelijn h uit 
b tanB als a=2 en b-7 Че rechte hoek С 
€ sinB als a=9 en h=4 


d sing als b=7 en q=3 


e sina als p=3 en h=4 


0.88 Мап AABCisa= 5, b- 8en y is 2 rad. 
Bereken c. 


0.89 Van AABCisc=10, «=1 en B= 2 гаа. 
Bereken a en b. 


0.90 Van ДАВСіѕа=7, Б= 8епс= 6. 
a Bereken de lengte van de hoogtelijn uit C. 
b Bereken de lengte van de zwaartelijn uit C. 


0.91 Van AABCis a = 44, Б = 37 епс= 15. 
Op het verlengde van CB ligt D zó dat 
BD-7. ` 
Bereken AD. 
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eenheidscirkel 


0.92 


0.93 


Van AABCis AC = BC = а. D is een willekeurig punt van АВ. 


AD-penBD-q. __ 
Trek CD en bewijs dat CD? = a? — p - q. 


Vereenvoudig zo ver mogelijk: 


1 — cos? (Ут — x) 


(sin x + cos x)? + (sin x — cos x)?; werk de kwadraten uit. 


(sin x + cos x)? — 2 tan x- cos? х; idem 


1 
sin?^x tan?x 
één noemer. 


0.3.2 Goniometrische formules 


Het is vaak gemakkelijk goniometri- 
sche verhoudingen vast te leggen met 
de eenheidscirkel, dat is een cirkel 
waarvan de straal gelijk is aan 1. De 
eenheidscirkel is getekend in figuur 
0.22. 


In de rechthoekige AOAA' is: OA = 1 


Nuis: 
DA ` 
COS а = —— = OA! 
en: 
АА — — 
sin a = ——- = AA' = OC 
OA 


; schrijf tan x met behulp van sin x en cos x en breng de breuken onder 


Figuur 0.22 Goniometrische 
verhoudingen met behulp van 
de eenheidscirkel 


cos а wordt bepaald door de projectie van het lijnstuk OA op de X-as en sina 
wordt bepaald door de projectie van het lijnstuk AA' op de Y-as. 


Ook is: sin В = OC en cos В = —OB'; hierin is B de stompe hoek van figuur 
0.22. Met B = т — a is: sin а = sin (v — а) en cos а = —cos (ar — а). 
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In figuur 0.23 is het tekenoverzicht gegeven van de sinus-, cosinus- en 
tangenswaarde voor hoeken in alle kwadranten. 


Figuur 0.23 Tekenoverzicht sin œ, cosa en tana 


sina = 0C 


som- en verschil- sin (x + y) = sin х. cos y + cos x « sin y 

formules А А ; 
sin (x — y) = sin х. cosy — cos x - sin y 
COS (x + у) = cos x - cos y — sin x « sin у 


COS (х — у) = cos x - cos y + sin x « sin y 


tan x + tan y 
tati (t4 y) 8 ———— —— 
l-tanxtany 
tan x — tan y 
tan (x — y) = —————— 
1+ tan х tan у 
halveringsformules sin 2x = 2sin x · cos x 


cos 2x = cos? x — sin? x 


2 tan x 
tan 2x = ————— 
1 – tan?x 
Opdrachten 5 ` Leid de drie halveringsformules zelf af uit een somformule, door y daarin gelijk aan x te 
stellen. 


6 аа! гіеп dat de formule cos 2x = cos? x — sin? x ook te schrijven is als 
cos 2x 2 1 - 2 sin?x en cos 2x= 2 cos?x - 1. 


Voorbeelden 0.25 
1 Uit de halveringsformules voor de sinus volgt ook: 


sin х= 2sin 1x - cos 1х 


en 
sin 100? = 2 sin 50° - cos 50° 
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Opdracht 


productformules 


Vraagstukken 


0.94 


0.95 


0.100 


2 Uitde halveringsformule voor de cosinus volgt ook: 
cos 4а = cos? 2a — sin?2a 


3 Als cos За = { volgt uit het resultaat van opdracht 6 dat 
cos бе=2.5—1=-$. 


Als cos 2a = } en 2a is een scherpe hoek, bereken dan zonder zakrekenmachine de 
waarde van sin 2a en (daarna) sin 4a. 


Deze formules, van het type sin p + sin д =... еп sin a - cos B =..., staan op 
het formuleblad. 
Bekijk ze grondig en weet dat ze bestaan. 


Vul in: 


Tabel 0.4 


Schrijf het linkerlid van de volgende vergelijkingen uit, zó dat het rechterlid ontstaat. 


1 — cos 2x sin x 
— —L— = tan x b ———— = tan } х 
sin 2x 1 + cos x 


Bereken sin (a + 1л) als sin a = 2 en a in (nei, 
Bereken sin (х + y) en cos (x — y) als sin x= ў, cos y= 3, x en уіп (0, ут). 
Als tan x = a druk dan tan (x + įr) uit in a. 


Bereken zonder rekenmachine of tabellen: 
sin 2y als sin у = 0,6 C Sin оѓ als cos 2wt = 0,68 


cos 3x als cos x= 0,62 d cos 2y als tan y = J2 


Laat zien dat uit het resultaat van opdracht 6 af te leiden is: 


E 1 + cos 2x 

cos? x = ——— 
2 

: 1- cos 2x 

sin? x = ——— — 
2 
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0.101 Bereken cos 2p en cos 1o als: 
a coso-i 
b соѕф= à en pin[Àm, 21]. 
0.102 a Bereken zonder rekenmachine of tabellen 
cos 2a alstan a = 5. Figuur 0.24 
b Stel de vergelijking op van de gestippelde 
lijn in figuur 0.24. 
0.3.3 Goniometrische vergelijkingen 
Bij het oplossen van eenvoudige goniometrische vergelijkingen maken we 
(кїп) gebruik van de volgende vergelijkingen en hun oplossingen: 
sin x 2 sin а 2 x 2» а + 2km of x= (m— а) + 2km 
COS Х = СОѕ а > Х= а + 2Кт of x= -а + 2Кт 
tan х = {ап a > х= а + Кт 
Op deze manier vinden we altijd alle oplossingen. 
Opdracht 8 ` Controleer de aangegeven oplossingen zelf in de eenheidscirkel of in de grafieken van 
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de sinus-, cosinus- en tangensfunctie. 


Voorbeelden 0.26 
1 Los op: sin x= 1/3. We schrijven 


hiervoor: 
sin х = sin іт (а= іт) 
> х= ўт + 2Кт of х= $n + 2Кт 


Oplossing met behulp van de 
eenheidscirkel: 

Teken in de eenheidscirkel 
(zie figuur 0.25) OC = 1 /3. 
Trek een lijn door C // de X-as. 


Nu is: - 
sin x sin B —sin а=0С= 1/3 


Uit de figuur is af te lezen: 


а= 60° = іт en 87120? = т. Dus: 


х= іт +2Кт of х= т + 2kn. 


Figuur 0,25 Oplossingen van 


sinx= 5 


Opdracht 


asin х + b cos x 


с 


. NT 
2 Los op: cos 2e à 1J2 Figuur 0.26 Oplossingen van 
We schrijven hiervoor: соз 2х = -1V2 


COS 29 = cos Am 
> 297 tint 2Кт 
>e=tintkr 


Oplossingen met de eenheidscirkel: 
Teken in de eenheidscirkel (zie 
figuur 0.26) het punt C op de 
negatieve X-as zodanig dat 


ОС = 1/2. Trek door C een lijn // de 
Y-as. 


Ga na dat cos 29 = cosa = cos В = 5.9. 
Bepaal a en Ben дапа dat 2o = т + 2kr of ies Amt 2Кт 
ofwel p — +ёт + km. 


Voorbeeld 0.27 
Los op: sin 2а = sina 


Oplossing: 
We gebruiken de halveringsformule sin 2x = 2sin x cos x: 
sin 2a = sin а €» 2sin a cos а = sin a 
€2sinacosa—sina-0 
esin a-(2cosa—1)=0 
essina=0 of 2cosa-1=0 


1 
€»sina-0 of соѕ а = – 


т 
= sin а = 5іп О of cos а = cos (9) 


T T 
&a[=k. т of а==+2Кт of а= ge eeng 


Goniometrische vergelijkingen van de vorm: 

asin x+bcosx=c [1] 
komen we vaak tegen. Om zo'n vergelijking op te lossen, herschrijven we 

à sin x + b cos x als p sin (x + о), met nog nader te bepalen p en o. De verge- 


lijking die dan ontstaat: p sin (x + а) = c kunnen we met voorgaande 
methode oplossen. We vinden p en a als volgt: 


a b 
a sin x +b cos x = Ja? + b?. | ————— . sin x + —————: cos x 
Ja? + b? Ja? + b? 


= p(cos a - sin x + sin а - cos x) =p sin (x + a) 
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Opdracht 10 


Opdracht 11 


Vraagstukken 0.103 


b 
met p = Ja? + b? en met a de hoek waarvoor geldt: tan a = ^ 
De oorspronkelijke vergelijking [1] is nu omgezet in: p sin (x + о) = с 


We vinden nu voor [1]: 


Га 
sin mene TT 


Ga aan de hand van de laatste uitdrukking na dat vergelijking [1] alleen is op te 
lossen als: 


с 
-1ж——=———==1(!) 

Ja? + b? 
De tekens van a en b komen overeen met respectievelijk de tekens van cos o 
en sin a; deze tekens bepalen het kwadrant waarin de hoek « ligt; met de ver- 
gelijking 


b 
tana = – kunnen we dan a bepalen. 
a 


Ga na waarom we nog (aan de hand van de tekens van cos a en sin a) het kwadrant 


b 
voor hoek o moeten bepalen; is de vergelijking tan а = – niet voldoende om het 
kwadrant van hoek a te weten? a 


Voorbeeld 0.28 
Los op: 5sinx*12cosx-5 


Oplossing: 
5 sin x + 12 cos x = /5? + 12? . sin (x + æ) = 13 sin (x + o) 


a ligt in kwadrant I 
> а= 1,176 
tan a= 22 


Ssinx+12cosx=5 e 13 sin (х+ 1,1176) 5 © 
sin (x + 1,176) =$; & sin (x + 1,176) = sin 0,395 = 
Х+1,176= 0,395 of x + 1,176 = 2,747 © 

х= -0,781 + 2КтоЁх = 1,571 + 2km met k in Z 


Geef alle oplossingen van de volgende vergelijkingen: 


a sin x= -}/2 f sin?x=]} 
b со$2х=} g sinx = -} 
c tan х= 4/3 h cosx = 3/2 
d sin3x = } i tanx=- 
e sin 2x = -1/3 
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0.104 Geef alle oplossingen van de volgende vergelijkingen. 


a sin 2а = cosa 
b cos? а = ѕіп a 
c 12sinx—5cosx-5 


d sin?x = -cos??x = 0 
e sin?x= 2 + sinx 
f sin 2х – ѕіпх = 0 


0.3.4 Enkele veel voorkomende oppervlakten еп inhouden 


In deze paragraaf geven we formules van de oppervlakte en de inhoud van 
enkele veel voorkomende vlakke figuren en lichamen. 


We leiden een paar van deze formules af in hoofdstuk 4. We zullen er nu wel 


mee moeten kunnen werken. 


Leonhard Euler (1707-1783) 


Meestal is het niet mogelijk van 'uitvindingen' in 
de wiskunde te bepalen wanneer en door wie ze 
gedaan zijn. Op de eerste plaats komt dat door- 
dat uitvindingen werkelijk door verschillende 
personen op verschillende tijdstippen kunnen 
zijn gedaan. Op de tweede plaats is het helaas zo 
dat de delicten tegen het geestelijk eigendom 
met name in de wetenschap enorm talrijk zijn. 
Van enkele begrippen uit de hoofdstukken 0 en 
1 is echter wel een aantal feiten met zekerheid 
bekend. 

De logaritme is door de Schot John Napier ont- 
dekt en in 1614 is deze ontdekking gepubli- 
ceerd. Napier werd daarbij geïnspireerd door de 
formule: 


sin a - sin B = } {cos (a — B) — cos (a + B)) 


waarbij ook een product in een som overgaat. 
Het woord 'functie' is door Leibniz geintrodu- 
ceerd en de notatie f(x) door Euler, evenals de 
woorden sinus en cosinus, i voor het complexe 
getal dl X voor het optellen van rijen, 2s voor 
de omtrek van een driehoek, (a, b, c) voor de 
zijden van een driehoek en e voor het grondtal 
van de natuurlijke logaritmen. 

Euler is de allergrootste wiskundige geweest die 
ooit heeft geleefd. In deel 2 komen we zijn 
levensgeschiedenis en ook veel van zijn wiskun- 
dige vindingen tegen. 


Volstaan we hier met te vermelden dat de 
Zwitser Leonhard Euler, geboren in Basel, reeds 
op twintigjarige leeftijd tot professor benoemd 
werd in de wis- en natuurkunde aan de universi- 
teit van St. Petersburg. Hij werd door niemand 
minder dan Catharina de Grote naar de 
Russische hoofdstad geroepen. Minder bekend 
is het dat hij zelfs een nieuwe muziektheorie 
heeft ontwikkeld. Hij publiceerde die in 1739 in 
een meesterlijke poging om wiskunde en muziek 
te combineren. Van deze muziektheorie wordt 
wel gezegd dat ze te wiskundig voor musici en te 
muzikaal voor wiskundigen is. 
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Figuur Omschrijving 


omtrek cirkel, s 


lengte cirkelboog, 
з= АВ 


А 


oppervlakte ДАВС, О 


oppervlakte cirkel, О 


oppervlakte ellips, O 


oppervlakte 
cirkelsector, O 


oppervlakte bol, O 
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Formule 


sz2nr 


O-jib.csina 
=460: h 


О=пг? 


О= па: Б 


О= 4пг? 


Vervolg tabel 0.5 


Figuur Omschrijving Formule 


inhoud kegel, / I-inr?-h 


| inhoud viervlak, / [= 


Joh 
inhoud cilinder, / Г= пг? -ћ 
inhoud bol, / I-inr3 
bolkapje inhoud bolkapje, / Iz inh (3г— № 
/ geldt voor alle ^ 


а и 
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Opdracht 12 


Vraagstukken 0.105 


0.106 


0.107 a 


Ga na wat de overeenkomst is tussen de formule voor de inhoud van een kegel en die 
voor de inhoud van een viervlak. 


Wat gebeurt er met een ellips — zie de vijfde tekening in tabel 0.5 — als a gelijk wordt 
aan b? Klopt de formule voor de oppervlakte dan nog met die voor de oppervlakte van 
een cirkel? 


Als in de tweede tekening en in de zesde tekening in tabel 0.5 o gelijk is aan 2m, welke 
formules ontstaan er dan? 


Stel dat de aarde rond de evenaar omspannen is met een stuk touw dat op het aardop- 
pervlak ligt. Hoeveel moet het touw langer gemaakt worden als we het precies overal 
1 m boven de aarde willen hangen? 


b Vervang de aarde door een sinaasappeltje en beantwoord dezelfde vraag als in a. 


0.108 


0.110 


0.112 


0.113 


0.114 
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Hoe kan dat, wat is hier aan de hand? Heb je er een verklaring voor? 


Van een regelmatig viervlak zijn de vlakken gelijkzijdige driehoeken met zijde 6. 
Bereken van het viervlak: 

de totale oppervlakte. 

de inhoud. 


Bereken de totale oppervlakte van een rechte cirkelkegel als de hoogte h = 10 cm en 
de straal van het grondvlak r = 3 cm. 


Van twee concentrische bollen (bollen met hetzelfde middelpunt) zijn de stralen 
respectievelijk 3 en 6 cm. 

Bereken van de twee bollen: 

de verhouding van de oppervlakten. 

het verschil van de inhouden. 


Een kubus zonder bovenvlak, met een ribbe van 8 cm is voor driekwart gevuld met 
water. We plaatsen hierin een massieve metalen bol met een straal van 3 cm. Hoeveel 
cm stijgt het water? 


We plaatsen in de kubus uit vraagstuk 0.111 een massieve metalen kegel met een 
hoogte h = 6 cm en een straal van het grondvlak van 3 cm. 
Hoeveel cm stijgt het water nu? 


Een cilindrisch maatglas is voor de helft gevuld met water. De hoogte van de cilinder 
h= 10 cm, de straal van het grondvlak r, = 3 cm. We laten in de cilinder een massieve 
metalen bol vallen met een straal г, = 2 cm. Hoeveel cm stijgt het water? 


Het maatglas uit vraagstuk 0.113 is voor 95% gevuld met water. 
Hoeveel kubieke centimeter water loopt er uit het glas als we dezelfde bol in het glas 
brengen? 


KE 


Samenvatting 


Je hebt geleerd dat goniometrische verhoudingen in een driehoek en in een 
eenheidscirkel te bepalen zijn en dat er in een driehoek en in een eenheids- 
cirkel al veel eigenschappen en formules direct kunnen worden afgeleid. 
Goniometrische vergelijkingen hebben veelal een groot aantal oplossingen 
die je met enkele standaardformules kunt bepalen. 

Vraag aan je lerares of leraar welke formules je het beste uit je hoofd zou 
moeten weten, bij voorkeur niet meer dan 10. Weet wel dat er verdubbe- 
lings-, som- en productformules bestaan en waar je ze op het formuleblad 
kunt terugvinden. 

Veel bekende platte en ruimtelijke figuren hebben een eenvoudige formule 
voor hun oppervlakte en inhoud. Ook van deze formules moet je weten dat 
ze bestaan en waar je ze kunt vinden als je ze nodig hebt. 


Toets 


Herleid sin x + 3 cos x tot een sinus. 


Los op inR: sin 3y = —} 

Bereken zonder rekenmachine of tabel: 

sin 4tals cos 2t = 0,8 en 2t in het tweede kwadrant. 
cos 2t als cos 4t = 0,2 en 2t in het vierde kwadrant. 


Een kubus met een ribbe van 6 cm is voor 40% gevuld met water. We plaatsen in de 
kubus een metalen cilinder waarvan de hoogte h = 10 cm en de straal van het grond- 
vlak r = 2 cm. 

Welk deel van de manteloppervlakte van de cilinder bevindt zich onder het waterop- 
pervlak? 

Hoeveel centimeter stijgt het water? 


Bereken de inhoud van de piramide van Cheops. Gegevens: hoogte (oorspronkelijk) 
146 m; basis 230 x 230 m. 
Bereken ook de totale oppervlakte van de piramide van Cheops. 


Zijn de volgende beweringen juist? 
1 


tan? x + 1 2 ———— 
sin? (Ут — x) 


cot? x + 1 = —7— 
sin? x 

Archimedes (circa 287-212 v. C.) berekende diverse benaderingen van het getal m 
dat overigens zijn naam pas kreeg in 1706 van William Jones. Hij deed dit in zijn boek 
Synopsis palmariorum matheseos, waarschijnlijk naar de eerste letter van het Grieks 
"mepupepeva' voor ‘omtrek’. Voor die tijd heette het nog ‘gewoon’ ‘quantitas, in quam 
cum multiplicetur diameter, provenient circumferentia', hetgeen betekent: ‘de groot- 
heid die, wanneer vermenigvuldigd met de diameter, de omtrek oplevert.’ 
Archimedes ging uit van een regelmatige veelhoek ingeschreven in een cirkel. Aan elk 
van de zijden voerde hij een constructie uit zodat een regelmatige veelhoek ontstond 
met dubbel zoveel zijden. We zien dit in figuur 0.27 voor de zijde van een vierkant 
weergegeven. 
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Uitgaande van de straal van de cirkel R en 
de lengte van de oorspronkelijke zijde 5 kon 
hij door twee keer de stelling van Pythago- 
ras te gebruiken afleiden dat voor de zijde 
van de nieuwe regelmatige veelhoek 5' 
geldt: 


EN NIR 


Door dit proces te herhalen en telkens de 
omtrek van de nieuwe regelmatige n-hoek 
te berekenen, vond hij steeds betere bena- 
deringen voor de omtrek van de cirkel. De- 
len door 2R levert ten slotte benaderingen 
voor 7. 

Hij ging uit van een ingeschreven gelijk- 
zijdige driehoek en voerde de berekeningen 
uit tot en met een regelmatige 96-hoek. 


Figuur 0.27 Constructie van 
Archimedes 


er 


middelpunt R 


Tabel 0.6 

N S 5 Benadering voor pi 
3 1,7320508 2,5980762 

6 1,7320508 1,0000000 3,0000000 

12 1,0000000 0,5176381 3,1058285 

24 0,5176381 0,1308063 3,1326286 

48 0,2610524 0,1308063 3,1393502 

96 0,1308063 0,0654382 3,1410320 


Welke benadering voor т vind jij als je dit herhaalt en zelfs nog een stap verder gaat 


dan Archimedes? 


Aanwijzingen 


1 Alhoewel de voorgaande formule voor 5' nog vereenvoudigd kan worden, is het 
raadzaam de formule zo te gebruiken in verband met de nauwkeurigheid. 

2 Dit vraagstuk kan uitstekend gemaakt worden met een (programmeerbare) reken- 
machine, een klein eigen computerprogramma, een spreadsheetprogramma(!) of 
met een computeralgebrapakket als Derive, Maple of Mathematica. Keuze genoeg. 
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10 


B11 


Eindtoets hoofdstuk 0 


Ontbind zoveel mogelijk in factoren: x* — 10x? + 9 


Stel dat je een bol hebt met straal r. Je wilt graag een bol maken waarvan de inhoud 
twee keer zo groot is als de inhoud van de bol met straal r. Hoe groot moet de straal 
dan zijn? 


Druk p uit in qals: 1 + pq + 100p? = 0 


Als de ribbe rvan een regelmatig viervlak toeneemt van r totr + d, hoeveel neemt de 
inhoud dan toe, uitgedrukt in ren d? Vereenvoudig deze uitdrukking zo ver mogelijk. 


Los grafisch de volgende ongelijkheid op: 
6x- 3 


Buiten is het 10 °C. lemand haalt een kroket ‘uit de muur’, waarvan de temperatuur 
(T) 70 °С іѕеп waarvan de temperatuur daarna, uitgedrukt in t minuten, gelijk is aan: 


T(t) » 10 4.60.2 7 


Na hoeveel minuten is de kroket 30 °C, dus niet meer eetbaar? 
Schets de grafiek van T. 
Wordt T ooit 10 °C in dit model? Motiveer je antwoord. 


Is de volgende bewering juist, als a > 0 is en het grondtal van de logaritme 
10 is? 


p 
log (ols) ) = log p + log (log a) — log 2 


Los op: 10 sin 3x = 5/3 met x in (0, т) 


Bereken sin 2g als cos В = 0,5 en B in het vierde kwadrant ligt, zonder rekenmachine 
of tabel. 


Gegeven wordt een bol met een straal van 10 cm en een cilinder met (ook) een straal 
van 10 cm van het grondoppervlak en met een hoogte h. De oppervlakte van de bol is 
gelijk aan de totale oppervlakte van de cilinder. Ga na dat h dan ook 10 cm is. 


Los elk van de volgende vergelijkingen op met behulp van een computeralgebrapakket 
naar keuze. Deze vergelijkingen zijn nu ook weer niet zo moeilijk dat we ze niet zelf met 
de hand zouden kunnen oplossen. Los daarom de vergelijkingen ook op met de hand 
en verifieer of alle gevonden oplossingen ook inderdaad voldoen! Heeft het computer- 
algebrapakket zijn werk goed gedaan? 
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c 
d 
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х+3 + J2x- 124 
ENZ MEN 
Tip: hetis duidelijk dat x = 2 een oplossing is. Daarmee is de vergelijking echter nog 
niet opgelost; mogelijk zijn er nog andere oplossingen. Deel de vergelijking links en 
rechts door 5* en maak een nieuwe vergelijking met de vorm a* = 1 — br. Teken nu de 


grafiek van beide leden en gebruik eigenschappen van de machtsfunctie c* met c » 1 
bij het zoeken van een mogelijke oplossing x » 2 of één die kleiner is dan 2. 


2log (x+ 2) + 2109 (3x- 4) = 4 


Aanwijzing: 

De drie in het onderwijs meest bekende pakketten hebben voor het oplossen van ver- 
gelijkingen praktisch dezelfde syntax: 

Derive: Author: x°2-1=0; soLve geeft: х=1, x--1. 

Maple: solve (x° 2-1); geeft: -1, 1 

Mathematica: solve [x°2-1== 0, x] geeft: ((x-»-1), {х->1}} 


In dit hoofdstuk wordt een aantal begrippen uit de wiskunde op een 
rij gezet. Sommige van die begrippen ken je al, andere zijn waar- 
schijnlijk nieuw. Het fundament onder deze ogenschijnlijk los van 
elkaar staande zaken is het begrip 'functie'. Daarom heet dit hoofd- 
stuk ook zo en daarom beginnen we in leereenheid 1.1 met dit 
onderwerp. We zullen steeds laten zien waar je al die begrippen 
voor nodig hebt, binnen en buiten de wiskunde. 

Dit hoofdstuk levert verder alle bouwstenen die voor de rest van het 
boek van belang zijn. Het begrip ‘complex getal’ is toegevoegd, 
omdat daar soms in de beroepsgerichte vakken in de propedeuse 
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mee wordt gewerkt. In deel 2 van deze serie maken we er zelf ook 
gebruik van. Het limietbegrip is de steunpilaar voor de differentiaal- 
en de integraalrekening: een afgeleide en een integraal zijn limie- 
ten! Rijen en reeksen zijn bijzondere functies die in bijna alle vak- 
gebieden een rol spelen als het gaat om een ordening in groei- en 


telproblemen aan te brengen. 


Je hebt in dit hoofdstuk veel algebraïsche vaardigheden nodig uit 


hoofdstuk 0. 


Praktijksituatie 


Een voorbeeld dat in ons dagelijks leven goed van pas komt is het begrip ‘dag- 
lengte’. Denk bijvoorbeeld maar aan het gebruik ervan in de meteorologie en 


in de land- en tuinbouw. 


Je weet natuurlijk dat wij op 21 juni in Nederland de langste dag en dus de 
kortste nacht hebben. Daarna worden de dagen korter en de nachten langer. 
Dat gaat zo door tot 21 december. Vervolgens worden de dagen weer langer 
en dit gaat weer door tot 21 juni. Zo ontstaat een periodieke beweging. 

De lengte van een dag hangt echter niet alleen af van de dag in het jaar, maar 
ook van de plaats op aarde. Op 21 juni bijvoorbeeld is de dag in Nederland 
korter dan in Finland, maar weer langer dan in Spanje. 


Om de daglengte in een formule te kun- 
nen weergeven, hebben we allereerst 
een formule nodig om de declinatie 8 
te kunnen bepalen. De declinatie SO) is 
de geografische breedte waar op dag t (in 
dagen gerekend vanaf 1 januari) de zon 
om 12 uur 's middags loodrecht boven 
het aardoppervlak staat. Zie figuur 1.1. 
Voor ê(t) geldt de formule: 


о 


365,25 


In figuur 1.1 is een dwarsdoorsnede te 
zien van de aarde. Het is een zijaanzicht 
op het moment dat de zon in P op het 
hoogste punt staat. Op dat moment ligt 


6(t) = — 23,4? cos ( (t 0) 


Figuur 1.1 Bolvormige aarde, 
declinatie ó en geografische 
breedte 3 


P aan de kant van de zon. Het punt P ligt ор de geografische breedte f. 


Opdracht 


Opdrachten 


Opdrachten 


Bepaal de uiterste waarden van SC. Voor welke waarden van t treden die op? Klopt 
dat met de seizoenen? 


De functie L voor de bepaling van de daglengte blijkt er als volgt uit te zien: 


2 
L(B, t) = 12 + T 
Hierin is 8 de geografische breedte. De uitdrukking arcsin staat voor arcussinus 
(= boogsinus) en is de inverse van sinus. Deze functie zit ook op je reken- 
machine, soms als INV SIN of als SIN-!. 
De arcsinus wordt in leereenheid 1.1 uitgebreid behandeld. L(B, t) is een 
functie van twee variabelen. Dit type functies komt ook in leereenheid 1.1 
aan de orde. 


arcsin (tan (8) - tan (ën) 


Controleer met behulp van je rekenmachine dat: 


_ {1 т 
arcsin | =- | = — 
G) 6 


arcsin(0) = 0 


arcsin(1) = = 
2 


Ga na dat op de evenaar de daglengte LO, t) voor alle waarden van t 12 uur is. 


Voorbeeld 1.1 

Als je de daglengte in Wageningen op 16 november wilt berekenen, dan gaat 
dat als volgt. 

Voor Wageningen geldt dat 8 = 51,97*. De datum 16 november komt over- 
een met t= 320. We vullen deze gegevens in en krijgen: 


o 


8(320) = —23,4? cos ( (320 + 0) = -19,23* 


365,25 
еп 


2 
1(51,97°, 320) = 12 + 15° arcsin (tan (51,97°).їап (—19,23°))= 8 uur 28 min 


Controleer de berekening in voorbeeld 1.1. 
Heb je de smaak te pakken? Maak dan nog de volgende opdrachten. 


Bereken de daglengte in Wageningen op 22 maart en 21 september. Verklaar de 
resultaten. 


Voor welke geografische breedte 8 is de daglengte ор 30 juni gelijk aan 24 uur? 
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1 en 


_ Leereenheid 1.1 


Functies 


© 


Het geschatte aantal 
SBU's voor deze leer- 
eenheid bedraagt 10. 


In ons dagelijks leven spelen zich veel processen af waarin relaties tussen ver- 
schillende grootheden kunnen worden gelegd. Je kunt bijvoorbeeld denken 
aan het verband tussen de snelheid van een voertuig en het bijbehorende 
benzineverbruik of aan de ontdekking van wetenschappers dat er een ver- 
band blijkt te bestaan tussen de grootte van onze welvaart en de dikte van de 
ozonlaag. 

Soms kunnen we de relatie tussen verschillende grootheden in een proces 
vastleggen door gebruik te maken van het functiebegrip. Vooral het verband 
tussen de vrij te kiezen, onafhankelijke grootheid en de daarmee vastgelegde, 
afhankelijke grootheid wordt door het gebruik van het functiebegrip op een- 
duidige wijze vastgelegd. 

Ten slotte is het verschil tussen een functie en een vergelijking van groot be- 
lang voor het toepassen van de wiskunde in computeralgebrapakketten. 

Om deze leereenheid te kunnen doen, moet je eigenschappen kennen van 
de standaardfuncties zoals de lineaire en kwadratische functies, de wortel- 
functie en de goniometrische functies. In hoofdstuk 0 zijn deze onderwerpen 
op het juiste niveau behandeld. 


Vrije val 


Praktijksituatie 
Een voorwerp wordt in A met een snelheid van 20 m/s onder een hoek a met 
het horizontale vlak weggeschoten. De kogelbaan die gevolgd wordt, is een 
parabool. De hoogte h wordt door de volgende functie beschreven: 

2 


400 


We willen weten hoe ver vanaf A het voorwerp de grond raakt. 

We lossen dit probleem met computeralgebra op. Daaraan voorafgaand is eerst 
nog enige theorie uit deze leereenheid nodig. Daarom beginnen we met een 
eenvoudiger praktijksituatie. 


hx) = хапа + - (1 + tan? a) 


Figuur 1.2 De parabolische baan die door het Tabel 1.1 
voorwerp gevolgd wordt 


~ 

сл 

As 
" 


ча OD 1 соз мо о 
со 
с 


Als een voorwerp van grote hoogte naar beneden valt, bestaat er een relatie 
tussen de lengte van de valweg (s) en de tijd (t) die is verstreken na het losla- 
ten van het voorwerp. Als we de luchtweerstand verwaarlozen, dan wordt die 
relatie tussen s en t tijdens de vrije val door de volgende uitdrukking vast- 
gelegd: 


s=St? 


Bij iedere t = 0 hoort nu een s-waarde: op ieder tijdstip tligt s vast of uit t volgt 
s (zie tabel 1.1). 

In deze situatie zeggen we dat s een functie is van t. De wiskundige formule- 
ring van dit functiebegrip is: 


ts 
De tijd t heet het origineel, de valweg s heet het beeld. Om uit te drukken dat s 
afhankelijk is van t noteren we s vaak als s(t), dus s(t) = 5t?. 


Als de relatie tussen t en s een functie is, dan mag er bij iedere t-waarde maar 
één s-waarde horen. 
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EA 


Functie 


Haakjesnotatie 
Pijlnotatie 
Vergelijkingsnotatie 


Functiewaarden 


Functievoorschrift 


Domein 


Bereik 


Opdracht 
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1.1.1 Notatieafspraken en grafieken 


Functies hebben vaak een naam. In de wiskunde bestaat deze naam meestal 

uit één letter. In praktische problemen kan dit ook een woord zijn. Een naam  - 
voor een functie is handig, omdat we dan niet steeds de gehele relatie of de 
vergelijking hoeven op te schrijven. Ook kunnen eigenschappen van func- = 
ties algemeen en kort worden genoteerd met behulp van de naam van een 
functie. De functie uit de eenvoudige praktijksituatie kunnen we bijvoor- 

beeld f noemen; we schrijven dan: 


f(t)- 5t? 
Кїз 5t? 
5= 512 


De s-waarden noemen we de functiewaarden van f, ook wel genoteerd als f(t). 
De notaties f(t) en s(t) stellen dus precies hetzelfde voor. In veel technische 
toepassingen wordt voor de functienaam dan ook vaak de letter van de af- 


hankelijke variabele genomen. In de uitdrukking f(t) = 5t? heet 5t? het 
functievoorschrift. 


Verwante begrippen: 

In de functie s = 5t? heet: 

- Ёде invoerwaarde, de onafhankelijke variabele of het origineel; 
- sde functiewaarde, de afhankelijke variabele of het beeld. 


Onder het domein van een functie f verstaan we de verzameling van alle ori- 
ginelen waarvoor f bestaat. Notatie Dp. 


Onder het bereik van een functie f verstaan we de verzameling van alle waar- 
den f(x) met x in Р. Notatie: B,. 


Bepaal D,en B,van de functie uit de eenvoudige praktijksituatie: s = 5t?, als het voor- 
werp op een hoogte van 320 m wordt losgelaten. 


In het X,Y-vlak wordt de verzameling punten (x, y) waarvoor geldt y = f(x) 
de grafiek van f genoemd. Dis daarbij altijd een deelverzameling van de 
horizontale X-as en B, een deelverzameling van de verticale Y-as. 


Voorbeeld 1.2 
In figuur 1.3 is in het X,Y-vlak Figuur 1.3 Cirkel x2+ y2= 25 
een cirkel met straal 5 getekend. 
Het gaat ons nu om een relatie 
tussen de x-coördinaat en de 
y-coördinaat van een punt (x, y) 

op deze cirkel. Als we een x-waarde 
aanwijzen als x-coórdinaat voor 
een punt op de cirkel, dan ligt 
daarmee de y-coórdinaat niet vast. 
Uit de relatie: 


х2+у2= 25 
M dä ON 
volgt namelijk dat: 


у= /25—х® of у= - J25- х2 


(0, -5) 


Opdracht 


Vraagstukken 


1.1 


1.2 


1.3 


1.4 


an D 


T^ о 


De extra eis die we aan functies stellen is dat het beeld ondubbelzinnig vast- 
ligt als het origineel bekend is. Bij iedere waarde van het origineel hoort dus 
steeds één waarde van het beeld. 


Voegen we aan de relatie x? + y? = 25 de eis toe dat y x 0, dan is de relatie tus- 


sen x en y een functie geworden met у = — /25 — x?. 


Voor domein en bereik geldt: D, [-5, 5] en В, = [-5, 0]. 
De grafiek van de functie is de onderkant van de cirkel die in figuur 1.3 is 
getekend. 


Teken de grafiek van de functie f uit de praktijksituatie: s= 5t?. Neem D, = [0, 10] en 
ga ervan uit dat het voorwerp op een hoogte van 320 meter wordt losgelaten. 


Voorbeeld 1.3 

We bekijken nu de situatie waarin een voorwerp van grote hoogte naar bene- 
den valt met een beginsnelheid van 60 [m/s]. Het voorwerp wordt vanaf een 
hoogte van 320 meter naar het aardoppervlak geschoten. De relatie tussen de 
lengte van de valweg s en de tijd die is verstreken sinds het loslaten van het 
voorwerp t wordt dan gegeven door s(t) = St? + 60t. We kunnen hiermee 
weer het moment berekenen waarop het voorwerp de aarde bereikt. 

Uit 5t? + 60t = 320 volgt dan: (5t — 20)(t + 16) =O en dus: t= 4; t= -16 
voldoet niet. 

De aanduiding van de functie is dan: 


5t?+ 60t als t in [0,4] 
s(t)= 
320 als t>4 


Alles achter de accolade is het functievoorschrift, D,— Ro, В,= [0, 320]. 
Bepaal y als functie van x als x — 2y? = 10, door een eis aan de y-waarde ор te leggen. 


Bepaal het domein en het bereik van de volgende functies: 


f(x) = x? c Һ(х) = 4/9 – х? 


1 1 
g(x) = RT d Kai = ШЕТ; sin (5x) 


Bepaal het domein van de volgende functies: 
f(x) = JX х– 12 c h(92- {4/10 – x? 


14x 
2-х 


g(x) = "log x а k(9- 


In een cirkel met straal 10 is een rechthoek zo getekend dat alle hoekpunten op de 
cirkel liggen. Noem één van de rechthoekszijden /. 

Druk de oppervlakte van de rechthoek O uit in /. 

Wat is het domein van de relatie tussen / en O? 

Is deze relatie een functie? 

Maak met een rekenmachine een tabel voor О, waarin /loopt van 0 tot 16 met stappen 
van 0,5. 

Voor welke waarde van / is О maximaal in de tabel? 

Hoe zou je de /-waarde waarvoor О maximaal is, nauwkeuriger kunnen bepalen? 
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1.5  Jegaatop kamers wonen. Voor het vervoer van je spullen naar je nieuwe kamer huur je 


voor één dag een vrachtautootje. De verhuurder heeft de kosten voor het gebruik van 
de auto als volgt vastgesteld: 


— De huurprijs per dag is € 45,00. 
— Voor iedere kilometer boven de 125 km betaal je € 0,25. 


- De brandstof (diesel) moet door de huurder worden betaald (het verbruik is 1 ор 8 
en de prijs van een liter diesel is € 0,90). 


We gaan ervan uit dat de verhuizing in één dag geklaard wordt. 
a Stel een functie op om de kosten K uit te drukken in het aantal kilometers. 


b De afstand tussen het oude en het nieuwe adres is 150 km. Bepaal de kosten die je 
maakt. 


1.1.2 Absolute waarde 


Het begrip absolute waarde 


van een getal g is als volgt Figuur 1.4 |glis de afstand van g tot 0 
vastgelegd: voor een wille- Kate 
keurig getal g op de getallen- 191 
rechte noemen we de af- [ 7] 
stand van g tot 0 de absolute 

Д E E 2 3 
waarde van dat getal. De lar US 


notatie voor deze absolute 
waarde is |g|. Zie ook figuur 1.4. 
Het getal |g| is altijd positief. 


Zo is de afstand van 2 tot 0 gelijk aan 2, de afstand van -3 tot О gelijk aan 3, 
enzovoort, waaruit volgt dat |2| = 2 en |-3| = 3, enzovoort. 


De absolute waarde van een getal g kunnen we als volgt definiëren: - 


| g als g-0 


Definitie 0 
| galsg-0 


Uitdrukkingen waarin absolute waarden voorkomen, kunnen altijd met 
behulp van deze definitie snel ontdaan worden van absoluutstrepen. 


Voorbeeld 1.4 


stes, Isles, DS |-v2]= v2 


2 
31, 
De uitdrukking |x – 1| kunnen we met behulp van de definitie nu snel zon- 


der absoluutstrepen noteren: als x — 120, dan geldt |х — 1| = х – 1; wanneer 
х=— 1 <0, dan geldt: |x- 1| = -(x — 1) 2 x * 1. 


Opdracht 3 Bepaal |-«| en 


Samengevat: 


х-1 а!5 xz1 
\х—1|= 
—Х+1 als х<1 
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Opdracht 


Schrijf, net als hiervóór, |3x — 2| zonder absoluutstrepen. 


Met behulp van de hiervóór genoemde schrijfwijze kunnen we grafieken van 
functies met absoluutstrepen gaan schetsen. We geven een paar voorbeelden. 


Voorbeelden 1.5 


1 Schets de grafiek van de functie Figuur 1.5 De grafiek van 
gedefinieerd door f(x) = x + |х — 2]. fx) = x «Ix -2| 
Oplossing: Y 
Voor x -2z0geldt |x- 2| =x- 2 еп 3 


voor x —- 2 < 0 geldt |x — 2| = -(x - 2). 


Samengevat: 
X-(x-2)22x—2 als xz2 


x—(x-2)22 als x«2 0. 


xetca- | 


De grafiek van de functie 
f(x) = x* |х — 2| bestaat dus uit een 


scheve rechte lijn (als x = 2) en uit Figuur 1.6 De grafiek van de functie 
een horizontale rechte lijn (als fix) = ух «|x «3| 

NEZ) 

De grafiek is in figuur 1.5 weer- 


gegeven. 


2 Schets de grafiek van de functie 
gedefinieerd door 
f(x) = ›|х| + [x * 3]. 


Oplossing: 

Met behulp van de definitie van 
absolute waarde kan de functie 
beschreven worden als: 


-ix-(x43)2-1ix-3alsxs -3 
lix|e|x-3|241-3x £3) 2 5х +3 а15 -3 <х=0 
1х + (х +3) = 15 х+3 аіѕ5 x 20 
De grafiek is in figuur 1.6 weergegeven. 
Het begrip 'absolute waarde' is ook prima te gebruiken om de definitie van 


een wortel korter op te schrijven. We hebben tot nu steeds voor de wortel- 
definitie gebruikt dat: 


x als xzO 


— x als x «0 
We geven hiermee aan dat de uitkomst van een wortel altijd groter of 
gelijk is aan 0. Met behulp van het begrip absolute waarde schrijven we nu 


Vx? = |х| voor alle x in К. 
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Vraagstukken 1.6 


1.7 


1.8 


1.9 


- —Ó——— 
= 


notaties voor samen- 
gestelde functies 
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Schets de grafiek van de functie gedefinieerd door: 
f(x) = |х| + 2 c h() = |x- 2| + |х + 1| 
glx) = x + |х] d k(X) = х: |х = 1 

Bepaal D, en B, van de functie f gedefinieerd door: f(x) = |х — 1| + |x + 2| 


Bepaal D, en B, van de functie f gedefinieerd door: f(x) — 


x * |x| 
Bewering: yx? = |х| voor alle хіп R. Is deze bewering juist? 


1.1.3 Samengestelde functies 


Om wat ordening aan te brengen in complexe functievoorschriften zoals 


sin (yx? - 1) en ————— introduceren we het begrip ‘samengestelde 
log (sin 2x) 


functie'. Als bijvoorbeeld de functie f(x) — Jr gegeven is en we vullen voor x 
de waarde g(x) = 1 — sin (x) in, dan ontstaat de functie: 


fa) = V1 -sin x 


Het functievoorschrift /1 — sin (x) is dus opgebouwd (samengesteld) uit 
twee eenvoudiger functies: 


fa) = ух 
еп 


&(х) = 1 sin (х) 


Opmerking: 


Voorgaande methode analyseert een functie van buiten naar binnen. Een veel- 
gebruikte methode uit het voortgezet onderwijs en het mbo staat hierna 
uitgewerkt en analyseert een functie van binnen naar buiten. 


sin nemen tegengestelde nemen 


А vermeerderen met 1 А wortel nemen " 
Sin x — — -sin x — 1 -sin x— V1 - sin x 


Omdat deze methode vaak resulteert in een overvloed aan pijlen, geven we 
de voorkeur aan de eerste methode: van buiten naar binnen. 


De functie h(x) = /1 — sin (х) heet daarom een samengestelde functie. We 
noteren ook wel: f(g(x)) = /1 — sin (x) 
1 


Zo is de functie met het voorschrift 


Е. 
Ка 


еп 


2—1 samengesteld uit: 
х 


80)7x**1 


Opdracht 


Vraagstukken 


want: 


fix» = 


x?41 
Op de plaats van x in f(x) vullen we ‘gewoon’ g(x) in. Wanneer we op de 
plaats van x in g(x) het functievoorschrift van f(x) invullen, krijgen we: 


1\2 1 
«fe»- (2) +1 = 5+1 


x 


Als f gedefinieerd wordt door f(x) = x + 2en g gedefinieerd wordt door 
g(x) = „х, bepaal dan f(g(x)) еп g(f(x)). 
Voorbeelden 1.6 1 
1 De functie met functievoorschrift sin B is te schrijven als f(g(x)) met 
1 
ga) = = en f(x) = ѕіп x. 
2 Als f(x) = tan x en g(x) = log x, dan is f(g(x)) = tan (log x) en 
8g(f(x)) = log (tan x). 
T Ku 
Zo geldt dus dat s(r(5)) =log (tan a =log 1 = 0. 
3 Voor f(x) = 3х2- 2х +1 en g(x) = 1 – х geldt dat: 
fea) = fü-x)-30-x)?-20-x)*1 
—-3—6x-t3x?-2-42x-*1 
-3x?—- 4x2 
en 
g(ffQG0)) = $(3x?-2x * 1) = 1 - (3x? - 2x * 1) 
—--3x?- 2x 
B І f dat f(g(x)) | 
, dat x)2———. 
epaal een f en een g zo, dat f(g Jinan 
Bepaal g(x) als f(x) = 2х + 1 en f(g(x)) = x. 
2—1 
Gegeven is dat f(x) = 
a Bepaal D. 


Laat zien dat f(x) + f(-x) = 0 voor alle x in D,. 


1 
Laat zien dat f(x) + (5) = 0 voor alle x in D,. 
Gegeven is dat f(x) = ax? + bx + c (a + 0). Toon aan dat: 
f(x) — f(x + 1) geen x? bevat. 
f(x) — 2 - f(x + 1) + f(x + 2) geen x? en geen x bevat. 


f(x) 2 3- f(x - 1) 3- f(x - 2) - f(x + 3) = 0. 
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1.14 


1.15 


Als f wordt gedefinieerd door f(x) = x? + 2 en g door g(x) = /x+ 1, bepaal dan: 
a f(g(x) d g(x- 1) 
b gfx) e f(g(x- 1)) 
с NK) 

Gegeven: f(x) = x - 1 en g(x) = x + 1. 

Bewering: f(g(x)) = х. Is deze bewering juist? 

3 
Gegeven: f(x) = 3x + len f(g(x)) = 7 +1 


1 
Bewering: g(x) = — . 15 deze bewering juist? 
х 


1.1.4 Functies уап meer dan één variabele 


In de definitie en voorbeelden van functies is tot nu toe steeds één onafhan- 
kelijke variabele x gerelateerd aan (precies) één afhankelijke variabele f(x). 
Vaak is een functiewaarde echter afhankelijk van meerdere (onafhankelijke) 
variabelen. 

Ook hier spreken we van een domein D, en bereik B, van de functie f. 


Voorbeeld 1.7 
De wiskundige voorstelling van de (eendimensionale) harmonische lopende 
golf is: 


G (-3) 
u-cAsin|— [t—-- 
Т v 


Hierin is: 

v de (constante) voortplantingssnelheid 
T de (constante) trillingstijd 

A de (constante) maximale uitwijking 


С] D 
|| | 
I ! 
' M 
|| | 
|| | [| 
|| | 

[7 


(1 


De uitwijking u is nu afhankelijk van de (onafhankelijke) grootheden x en t. 
Van deze is x de plaats en t de tijd waarop u berekend wordt. Er bestaat dus 


een relatie tussen het paar onafhankelijke variabelen (x, t) en de afhankelijke 


variabele u. Bij ieder paar (x, t) hoort maar één u, met andere woorden: 
de relatie is een functie f: 


TG, tu 


Opdrachten 


Ook hier wordt vaak 


genoteerd: Figuur 1.7 Grafiek van de functie u(x, t) = 
Asin (2E (t-5)), met А = 0,02, T2 02 en v2 0,5 


и = u(x, t) 
en 
20 x 
u(x, t) =A sin | — |t- JJ 0,05 
T v 
Voor domein en bereik u 
geldt: 
D,:x in Ro en t in Ro 
B, == [-A, A] —-0,05 
0,05 0,05 
t X 
-005 -005 


Ga de juistheid van D, en B, па. 
Bepaal D, en B, van f(x, y) = V1 -- X * y. 


Voorbeelden 1.8 
1 Voor één mol ideaal gas geldt dat de druk p (alleen) afhankelijk is van het 
volume V en de absolute temperatuur T van het gas. Voor één mol van 
zo'n gas geldt: 
R.T 


Py 


Hierin is R een constante, de zogenoemde gasconstante. In onze functie- 
notatie wordt dit dan: 


v, n- Ed 
р(У, Т) = y 


Er geldt: 
D,: V in R* en T in R* 
B,: p in R* 


2 De wiskundige voorstelling voor het begrip daglengte voor het noordelijk 
halfrond is: 


2 
ІВ, 0) = 12 + 1 arcsin (tan (B) - tan (8(t)) 


5? 


jo 


&(t) = — 23,4? cos ( (t о) 


365,25 
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Opdracht 8 


Vraagstukken 1.17 


1.18 


INV-toets 
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Hierin is: 

B. de geografische breedtegraad van de plaats waarvan we de daglengte 
willen berekenen 

t hetnummer van de dag gerekend vanaf 1 januari 

ê dedeclinatie: de geografische breedtegraad waar op dag t de zon om 
12 uur 's middags loodrecht boven het aardoppervlak staat 


Er geldt: 
D,: Bin [0, 90% en t in [0, 365] 


Bepaal B, . 
Bereken de daglengte in Rome en in Reykjavik op 21 december als je weet dat voor 
Rome geldt dat 3 = 41,82? en dat voor Reykjavik geldt dat B = 64,1°. 


Bepaal D, en B, van: 


ze, y) = 1 - (х2 + у?) € z(x y) = |х| - Iyl 


z(x, y) = sin xy d z(x у) = J1 - [x4 yl 


De toestandsvergelijking voor één mol van een vanderwaalsgas luidt: 


a 
ЗЕЕ Т 


Hierin zijn a en b constanten. 
a Bepaal Tals functie van p en V. 
b Bepaal p als functie van Ven T. 


Opmerking : 

Voor a = b = O staat hier de ideale gaswet. 
Van der Waals stelde in 1873 voor, een 
correctieterm b voor het eigen volume van 
de moleculen op te nemen en een 


a 
Correctieterm vi voor de druk te verdisconteren. 


Deze correctieterm hangt samen met de cohesiekrachten tussen de moleculen. 


1.1.5 Inverse functies 


Inleiding 

We weten dat worteltrekken de ‘omgekeerde’ (inverse) bewerking is van kwa- 
drateren en dat het machtsverheffen de inverse bewerking is van het loga- 
ritme nemen. In de wiskunde bestaan meer van die omkeringen die prak- 
tisch van groot belang zijn. Op je zakrekenmachine vind je de mogelijkheid 
om inverse bewerkingen uit te voeren door de 2nd-toets te combineren met 
andere toetsen. Vóór we enkele praktische toepassingen bespreken, leggen 
we eerst duidelijk vast wat een inverse functie is. Met het functiebegrip kan 
dat goed worden beschreven. 


Inverse functies 
Werking van inverse Een functie hebben we leren kennen als een relatie tussen twee grootheden 


functies 


у= 5х 


legt de relatie tussen x en у vast. Kiezen we een x, dan ligt daarmee у ondubbel- 


x en y. De functie f, aangegeven door: 


zinnig vast. Een inverse functie doet nu het tegenovergestelde. Kiezen we 
een y, dan geeft de inverse functie een x terug die bij die y hoorde: 


х= 2у 


De grootheid y is daarmee de onafhankelijke variabele geworden en de x de 


afhankelijke variabele. 


René Descartes (1596-1650) 


De Franse wijsgeer en wiskundige René Des- 
cartes was één der grondleggers van een nieuwe 
filosofie. Zijn denkwijze komt in grote lijnen 
hierop neer, dat hij probeerde vanuit zelf ont- 
worpen hypothesen, door logisch verantwoorde 
redeneringen, wetmatigheden op het spoor te 
komen. Hij verwaarloosde daarbij volgens zijn 
(talrijke) tegenstanders te veel het experiment 
om zijn wetten te controleren. Ook riep hij met 
dit rationalisme veel weerstanden op bij de gees- 
telijkheid. Zelfs in de 'verdraagzame' Noordelijke 


Nederlanden werd zijn werk anoniem uitgegeven. 


Binnen verschillende takken van de (exacte) we- 
tenschap die hij beoefende, trachtte Descartes in 
dit rationalisme een, zoals hij het uitdrukte, uni- 
versele wiskunde te vinden. Hij zei er zelf dit van: 
‘Wanneer wij dit alles nauwkeuriger beschou- 
wen, zien wij ten slotte in dat men tot de wis- 
kunde al datgene moet rekenen waarbij orde en 
regelmaat worden onderzocht. Er moet derhalve 
een wetenschap zijn die datgene verklaart wat 
aan orde en regelmaat onderhevig is. Deze kan 
men met een oude en bekende naam omschrij- 
ven als universele wiskunde.” 

Een fraaie synthese van de renaissance-algebra 
en de traditionele meetkunde is te vinden in 
Descartes’ Geometrie (1637). In dit werk paste hij 
voor het eerst de algebra op systematische wijze 
toe op meetkunde van lijnen, cirkels, parabolen, 
kegelsneden, enzovoort. 

Het naar hem genoemde Cartesiaanse stelsel 
gebruikte hij zelf nooit (rechthoekig, X, Y-coör- 
dinaten). Dat is pas later ingevoerd om bestude- 
ring van meetkunde met behulp van algebra 
verder te systematiseren zoals in hoofdstuk O 
met parabolen en hyperbolen is gebeurd. 

Door de toepassing van algebra op het raaklijn- 
probleem kon het limietprobleem beter beschre- 
ven worden en kon de ontwikkeling van de ana- 
lyse pas goed beginnen (zie leereenheid 1.3 en 
2.1). Ook in die zin is Descartes’ Geometrie een 
standaardwerk. 


Descartes heeft lange tijd in Holland gewoond. 
Een echte vaste woonplaats had hij hier echter 
niet. Hij verbleef onder andere enige tijd aan de 
Westermarkt te Amsterdam. Hij was, na lange 
omzwervingen in Europa, naar Holland geko- 
men als kortverbandvrijwilliger in één van de 
Franse regimenten van het leger van prins Mau- 
rits. Hij dacht in Holland rustiger te kunnen wer- 
ken, terwijl de regenten hier hoopten op winst- 
gevende uitvindingen op basis van zijn nieuwe 
wijze van wetenschapsbeoefening. Zijn inschrij- 
ving aan de Leidse universiteit ging echter met 
veel onlusten tussen studenten gepaard van- 
wege zijn controversiële rationalisme. Constan- 
tijn Huygens heeft hem nogal eens in bescher- 
ming moeten nemen tegen terechte en 
onterechte kritiek en onheuse bejegeningen. 
Zijn laatste werkgeefster was koningin Christina 
van Zweden, die hem met een oorlogsbodem in 
Holland liet afhalen. 

Descartes is in 1650 in Stockholm overleden, 
maar ligt nu begraven in de kerk van St. Germain 
des Prés te Parijs. 

Descartes is als wiskundige en als filosoof be- 
roemd (en berucht) geweest en gebleven. Ech- 
ter, al zijn fysische hypothesen zijn onhoudbaar 
gebleken. 
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Opdrachten 
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10 


Opmerking: 
De inverse die hoort bij een functie f wordt genoteerd door /-! of door Tan, 


Dit is een symbolische notatie, f~! en moet niet verward worden met f e 


Voorbeeld 1.9 

Gegeven de functie f(x) = 2x + 1. In tabel 1.2 hebben we enkele x- en bijbe- 
horende y-waarden aangegeven. Enkele gerelateerde waarden uit de inverse 
functie vinden we in tabel 1.3. Omdat we gewend zijn aan de notatie x voor 
de onafhankelijke variabele en y voor de afhankelijke variabele is ook voor 
de inverse functie deze x, y-afspraak aangehouden. 


Tabel 1.2 Tabel 1.3 
D у= f(x) х у= f-'(x) 
-1 -] -1 -1 

0 1 1 0 

1 3 3 1 

2 5 5 2 


Na enig puzzelwerk vinden we welke uitdrukking in x de waarde y oplevert: 
у= ix - 1. De inverse functie die hoort bij de functie y = 2x + 1 is dus kenne- 
lijk de functie у= іх – 4. 


Opmerking: 

In het voortgezet onderwijs wordt het 'omkeerschema' gebruikt voor het be- 
palen van de inverse functie. Omdat bij ingewikkelde functies bij het volgen 
van deze methode het aantal pijlen fors kan oplopen, zullen we dadelijk een 
snellere en overzichtelijker methode hanteren. Met behulp van de omkeer- 
methode komen we als volgt tot het voorafgaande resultaat y = 3x — 3; 


het rekenschema voor у = 2x + 1 ziet er als volgt uit: 


maal 2 tel lop 
x —2x —>2x+ l; 


toepassing van het omkeerschema geeft: 
trek laf deel door 2 1 1 2 " 1 1 
Xx —>x — 1 ——3 ix - $, zodat de inverse functie wordt у = 3x — 1. 


Ga de juistheid van het eerder genoemde functievoorschrift voor f~? na. 


We weten nu dat y = 2x + 1 en y= 3x – } elkaars inverse zijn. Vul nu in y= 2х + 1 voor 
x de waarde 5 in en vul de uitkomst hiervan in voor x in y= x — }. Wat is je conclusie? 
Verifieer deze conclusie door dit nog eens te doen voor een paar andere getallen. 


Voorbeeld 1.10 

Gegeven de functie f, gedefinieerd door f(x) = x?. We geven weer twee tabel- 
len: een tabel voor enkele x- en y-waarden van f(x) en een tabel voor enkele 
х- en y-waarden van de inverse van f(x), figuur 1.8. 

Behalve met je GR kan een tabel ook op een snelle manier in een spread- 
sheetprogramma zoals Excel gemaakt worden. In figuur 1.8 is zo’ n tabel in 
Excel gemaakt. De linkertabel is het resultaat na uitvoering van de aanwijzin- 
gen in de rechtertabel. 


Figuur 1.8 Spreadsheets 


1 у= f(x) x у= f(x 
-3 = А1^2 = А1^2 = -wortel(C1) 
-2 Kopieerde Selecteer cel Selecteer cel 


Selecteerde inhoudvan C2ensleep ` Dien zeen 
cellen А2:АЗ; CelB2en de vulgreep — de vulgreep 


sleep de plakdezeop naarcelC8 —naarcelD4 
vulgreep de cellen B3: = wortel(CS) 
maarcelAB ` dert Selecteer cel 
B2 en sleep D5 en sleep. 
* het kleine zwarte blokje in de rechterbenedenhoek van de de vulgreep de vulgreep 
celmarkering naar cel B8 naar cel D8 
(sneller 
resultaat) 


Hier zien we iets misgaan: de waarde x = 9 bijvoorbeeld heeft in de rechter- 
tabel twee functiewaarden (-3 en 3) gekregen. Volgens eerdere afspraken 
mag er bij één waarde van de onafhankelijke variabele maar één afhankelijke 
functiewaarde bestaan!! 

De enige manier om dit te vermijden is het domein zó te beperken dat f-! 
maar één waarde terug kan geven. In dit voorbeeld kunnen we dat doen door 
als domein te nemen: D,— P of В. We krijgen dan voor BA de volgende 


tabellen: 

Tabel 1.4 Tabel 1.5 

х у= f(x) х у= f'(x) 

0 0 0 0 

1 1 1 1 

2 4 4 2 

3 9 9 3 
Conclusie: 


Is f(x) = x? met D,— R}, dan geldt dat de inverse functie f^! gedefinieerd 
wordt door: f-!(x) = Jx. Dus kwadrateren en worteltrekken zijn inverse 


bewerkingen van elkaar. 


Opdracht 11 Bepaal met behulp van een tabel en wat zoekwerk de inverse f^! van f en g^! van д als: 
3 
a f(x) = 3х+4 c обесе 
b Кх) = /x41 d g(t) = (t-1)?-4 
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|| 

| Grafieken van inverse functies 

| Een belangrijke eigenschap van functies en bijbehorende inverse functies is 

| de volgende: 

| Eigenschap №, = В, « 
| B, = D, « 


Uiteraard geldt dit alleen als f en f~! bestaan. Het domein en bereik van f 
worden omgewisseld en respectievelijk bereik en domein van f-! genoemd. 
Voor het tekenen van de grafiek van f~’ is dat een belangrijk steunpunt: het 
verwisselen van X-as en Y-as betekent meetkundig een spiegeling in de lijn 
y = x. In het algemeen is de grafiek van f^! af te leiden uit die van f door de 
grafiek van f te spiegelen in de lijn y = x. Zie hiervoor figuur 1.9. 


Figuur 1.9 De grafieken van fen f-! 


Voorbeeld 1.11 
Spiegelen van de grafiek van f(x) = x? met D,- R$ (ga na waarom) levert de 


grafiek van f-!(x) = NA Zie hiervoor figuur 1.10. 


Figuur 1.10 De grafiek van f-! (x) =\/x als inverse van f(x) = x? 
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Opdracht 


Teken de grafieken van de functies f(x) = 2x + 1 en f-'(x) = 1x — 1 іп één assenstelsel 


en constateer dat de grafiek van f-' de gespiegelde is van de grafiek van f in de lijn 
y- x. 


Een algemene aanpak om de inverse van een functie te bepalen 


Om inverse functies te bepalen is een vast stramien beschikbaar. Deze aan- 
pak geven we hier aan en we leggen meteen uit waarom het stramien werkt 
en met welke kennis dit te maken heeft. Zie tabel 1.6. 


Tabel 1.6 
Aanpak Motivering 
1 Bepaal D, zo, dat iedere 1 Bijiedere y-waarde van f hoort nu 
functiewaarde y= f (x) maar één één x-waarde; als we x en y 
keer voorkomt. verwisselen hoort er bij iedere 
x-waarde één y-waarde en is f-! een 
functie. 
2 Los x op uit de vergelijking 2 Als xgelijk is аап een uitdrukking 
y= f(x); x zal dan een uitdrukking waarin alleen y voorkomt, is x 
in y worden. afhankelijk geworden van y en is 
Fl in x= f-(y) vastgelegd. 
3 Wissel x en y. 3 Dit geeft de schrijfwijze y= f-'(x) volgens 


de bekende x-y-afspraak voor functies. 


Voorbeeld 1.12 

Bepaal de inverse van f(x) = 1x? + 1. 

Voor de oplossing volgen we het gegeven stramien: 
1 Uit de grafiek van f zien we dat 


D,- Da gekozen moet worden (zie fi- Figuur 111 f-!(x) -V2x -2 
guur 1.11). als inverse van f(x) An? +1 


2 Welossen x op uit: у= 3x? 1: 
у=іх?+1 e 1х2=у-1 e х?2=2у- 2 
x= + /2у- 2. 


We maken voor x de keuze: 


х= J2y - 2. 


3 Verwisseling van x en y geeft: 


у= 2x -2. 


De inverse functie van f(x) = 3x? + 1isdus f~! (x) = /2x — 2. 
Er geldt: р, -.: x = 1 en Bri Ba 
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Vraagstukken 1.19 


1.21 


1.22 


Teken de grafiek van de volgende functies. Bepaal met het aangegeven stramien de 
inverse functie en teken de grafiek als: 


f(x) 2 3х+4 c Қх) = /x41 


1 ак 1 
Қ) == с 


Dezelfde vraag als in vraagstuk 1.19: 


f(x) =x? c f()zx?-1 
1 
f(x) = -x? d ате 


Gegeven: f(x) = /x? – 3, met D, = I, ә) 
Bewering: f-'(x) = x? + 3. Is deze bewering juist? 


Hierna staan twee kolommen met functies. 


f(x) = 3х+ 2 g(x) = /x—4 


f(x) =х2+4 х+3 
gi) m 

f(x) = /х+5 x 
3 9(х) -ix-$ 
№) ee g(9-2x?-5 


a Welke functie uit de rechterkolom is de inverse functie van welke functie uit de linker- 


b 


inverse goniometrische 
functies 
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kolom? 
Bereken voor elk bij elkaar horend paar f en g uita: f(g(x)) en g(f (x)). Wat merk je op 
aan het resultaat? Kun je dit resultaat verklaren? 


1.1.6 Cyclometrische functies 


In deze paragraaf besteden we aandacht aan de inverse functie van de sinus-, 
de cosinus- en de tangensfunctie. Ze worden cyclometrische functies ge- 
noemd. We bepalen eerst de inverse functie van de sinusfunctie. 

In figuur 1.12 is de grafiek van f(x) = sin x getekend. 


Figuur 1.12 Grafiek van f(x) = sin x 


Voor het bepalen van de inverse van de sinusfunctie voeren we de stappen 
uit 1.1.5 uit (tabel 1.6 op p. 91): 


1 We bepalen eerst D;, zodat iedere y = f(x) = sin x maar één keer voorkomt. 
We kiezen voor D, het interval [-3, } т]. Deze keuze is willekeurig, maar 
wel standaard voor de inverse van de sinus. 


2 Uit de vergelijking y = sin x zou nu x moeten worden opgelost. Verder dan 
‘x is de hoek waarvan de sinuswaarde у is’ komen we niet. Een ander 
woord voor hoek is ‘arcus’, zodat we kunnen formuleren: 


х = arcus sinus y of: х = arcsin у 
met x in [-3«, 47] en y in [-1, 1]. 


3 Ten slotte verwisselen we x en y, zodat we krijgen: y — arcsinx met x in 
[-1, 1] en y in [727, зт]. 


Arcsinus De inverse functie van de sinusfunctie is dus de arcsinusfunctie. Het origi- 
neel ligt tussen –1 еп 1, het beeld is een hoek in het eerste of vierde kwa- 
drant. Arcsinx is dus een hoek! 

De grafieken van f(x) = sin x op [-}т, 3v] en van f'(x) = arcsin x zijn gete- 
kend in figuur 1.13. 


Figuur 1.13 De grafiek van f(x) = sin x op D; Ci т} п] еп de grafiek van f-! 


Voorbeelden 1.13 
arcsin (3) = Jm 


arcsin (24/3) = іт 


arcsin (2) bestaat niet. 
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Opdracht 


Arccosinus 


Opdracht 
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13 


14 


Bepaal arcsin (1), arcsin (0) en arcsin (— 3 JD. 


Op een vergelijkbare manier bepalen we de inverse functie van de cosinus- 
functie. 


Figuur 1.14 De grafiek van f(x) = cos x 


In figuur 1.14 is de grafiek van f(x) = cos x getekend. 


1 We bepalen weer D,, zodat iedere y = f(x) = x maar één keer voorkomt. 
We kiezen voor D, het interval [0, т]. Ook deze keuze is willekeurig, maar 
wel standaard voor de inverse van de cosinus. 


2 Uit de vergelijking у = cos x volgt ‘x is de hoek waarvan de cosinuswaarde 
yis’. Dus: 


X = arccos y 


met x in (0, 7] en y in [-1, 1]. 


3 Ten slotte verwisselen we x en y, zodat we krijgen: у = arccos x met x in 
[-1, 1] en y in [0, т]. 


De inverse functie van de cosinusfunctie is dus de arccosinusfunctie. 

Het origineel ligt tussen -1 en 1, het beeld is een hoek in het eerste of tweede 
kwadrant. Ook arccos x is dus een hoek! 

De grafieken van f(x) = cos x op [O, т] еп van /-!(х) = arccos x zijn getekend 
in figuur 1.15. 


Voorbeelden 1.14 
arccos (1) = 0 
arccos (0) = іт 
arccos (-2) = $m 


Als f(x) = cos x is, bepaal dan D,-: en В,-1. 


Ten slotte bepalen we de inverse functie van de tangensfunctie. 
In figuur 1.16 is de grafiek van f(x) = tan x getekend. 


1 We bepalen weer Оу, zodat iedere y = f (x) = tan x maar één keer voor- 
komt. We kiezen voor D, het interval (Än, т). Ook deze keuze is wille- 
keurig, maar standaard voor de inverse van de tangens. 


Figuur 1.15 De grafiek van f(x) = cos хор D;= [0, л ] en de grafiek van f-t 


Figuur 1.16 De grafiek van f(x) = tan x 


2 Uit de vergelijking y = tan x volgt 'x is de hoek waarvan de tangenswaarde 
y is'. Dus: 


х = arctan у 


met x in (- 3v, jm) en y in К. 


3 Ten slotte verwisselen we x en y, zodat we krijgen: у = arctan x met x in R 
en y in G-A, Jm). 
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— 


| 

| Arctangens De inverse functie van de 

| tangensfunctie is dus de arctan- Figuur1.17 De grafiek van f(x) = arctan x 

| gensfunctie. Het origineel ligt in 

| R, het beeld is een hoek in het 
eerste of vierde kwadrant. Ook 
arctan x is dus een hoek! 
De grafiek van f^! (x) = arctan x is 

| getekend in figuur 1.17. 


Voorbeelden 1.15 
arctan (1) = Am 
arctan (100) = 0,497: 


arctan (- 4/3) = - la 


| Vraagstukken 1.23 Bepaal: 


| a arccos (1), агссо (0), arccos (- JD 


b arctan (1), arctan (0), arcsin (— 3 B) 


1.24 a Bepaal met behulp van een rekenmachine of met Excel in een tabel een tiental functie- 
waarden van de functie f(x) = arcsin (} x). 
Om met Excel zo'n tabel te maken kun je op de volgende wijze te werk gaan, 
figuur 1.18. De linkertabel is een eerste aanzet van de gewenste tabel. De rechtertabel 
geeft aan hoe je tot dit resultaat komt. Als je nog geen idee hebt welke getallenreeks in 
kolom A komt te staan, dan komt deze experimenteel tot stand: de kleinste en grootste 
waarde van de reeks, een rij getallen met een zekere regelmaat, worden vastgesteld 
door na te gaan of de bijbehorende functiewaarde bestaat. 


Figuur 1.18 Spreadsheets 


0,25268 = boogsin ( - A1) 


"^ Selecteer cel B1 en 


0,20136 0,8 
0,15057 0,6 sleep de vulgreep naar 
Maak bovenstaande reeks de gewenste cellen 


af door de vulgreepvande _deeronder. 


geselecteerde cellen A1:A3 
naar de gewenste cellen 
daaronder te slepen. 


b Voor welke x-waarde is arcsin (3 x) zo groot mogelijk en voor welke x-waarde zo klein 
mogelijk? Wat is het domein en bereik van f? 
€ Schets met behulp van a de grafiek van f. 
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Opdracht 


1.28 


1.29 


1.30 


15 


Dezelfde vragen als uit vraagstuk 1.24 voor f(x) = arccos (2x). 
1 
Dezelfde vragen als uit vraagstuk 1.24 voor f(x) = arctan - . 
х 


Bepaal nu in één Кеег, zonder gebruik van ееп tabel, het domein en bereik van de vol- 
gende functies: 


f(x) = 2 arcsin (3x — 1) с h(s)- —arctan (s + 1) 


g(t) = } arccos (—t + 3) d k(v)= J2- arcsin (1v— 1,5) 


Een cilindervormige tank (zie figuur 
1.19) bevat een hoeveelheid water, Figuur 1.19 Doorsnede cilindervormige tank 
waarvan de hoogte met een peilstok EE 
wordt gemeten. De doorsnede heeft 
een straal А = 2. De lengte van de 
cilinder is /= 4. We willen bij elke 
gemeten hoogte h de inhoud van de 
tank vaststellen. Daarvoor hebben we 
de oppervlakte nodig van het ge- 


peilstok 


golfde deel uit figuur 1.19, die be- R-h 
halve van h ook afhankelijk is van a. 
Druk a uit in ^ (aanwijzing: neem de h 


соѕіпиѕ van a in de rechthoekige drie- 
hoek). 

Druk met antwoord a de oppervlakte 
van het gegolfde deel uit in h. Doe 
daarna hetzelfde voor de inhoud van 
de tank. 


Bewering: het bereik van de functie f, gedefinieerd door f(x) = arcsin (2x), is [- m, тт]. 
Is deze bewering juist? 


т 
Bewering: arctan (—1)=— 2 Is deze bewering juist? 


1.1.7 Toepassingen met computeralgebra 


In computeralgebraprogramma's zoals Derive, Maple en Mathematica zijn alle 
functies die in deze leereenheid de revue passeerden standaard aanwezig, 
evenals vele andere nog niet genoemde functies. Daarnaast kunnen we ook 
onze eigen functies definiéren. 


Definieer een nieuwe functie met de naam mijnsinus(x), die de sinus van een hoek in 
graden berekent. Maak daarbij gebruik van de functie sin met het argument in radia- 
len, die standaard aanwezig is in elk computeralgebrapakket. Voer de functie in in het 
pakket waarover je beschikt en controleer de juiste werking. Lees zo nodig de beno- 
digde help-informatie die het pakket 'aan boord' heeft. 
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Opdracht 
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16 


Sommige functies zijn opgebouwd uit meerdere functies, waarmee we bedoe- 
len dat voor verschillende intervallen andere voorschriften gelden. We geven 
een voorbeeld met tevens de manier om dit te realiseren in de diverse 
computeralgebrapakketten. 


Voorbeeld 1.16 
We beschouwen de functie z, gedefinieerd door: 


x? als -12xs1 
z(x) 1x als EA 
1 als x«-1 


Derive Author: z(x) : = IF(x«-1,1,IF(x»1, x, x^2)) 
Maple Z:7 x-» piecewise(x«-1,1,x»1,x,x^2); 
Mathematica z[x ]: -Which[x«-1, 1, x»1, x, True, x^2] 


We bekijken nu nog eens, maar wel iets uitgebreider, het verhuisprobleem uit vraag- 
stuk 1.5 van deze leereenheid. 


Je gaat op kamers wonen. Voor het vervoer van je spullen naar je nieuwe kamer huur je 

voor één dag een vrachtautootje. Je hebt de keuze uit verhuurbedrijf A en verhuur- 

bedrijf B. Verhuurder A heeft de kosten voor het gebruik van de auto als volgt vast- 

gesteld: 

— De huurprijs per dag is € 45,00. 

— Voor iedere kilometer boven de 125 km betaal je € 0,25. 

— De brandstof (diesel) moet door de huurder worden betaald (het verbruik is 1 op 8 
en de prijs van een liter diesel is € 0,80). 


Bij verhuurder B wordt de rekening als volgt opgemaakt: 

— De huurprijs per dag is € 57,00 ongeacht het aantal kilometers. 

— Ook hier moet de brandstof door de huurder worden betaald (het verbruik is 1 op 
12 en de brandstofprijs (benzine) is € 1,45). 


De auto van verhuurder B is wat kleiner dan die van verhuurder A, zodat je met de 
auto van verhuurder B twee keer moet rijden. 
We gaan ervan uit dat de verhuizing in één dag geklaard wordt. 


Gevraagd 

a Stel twee functies op, voor elke verhuurder één, die de kosten K uitdrukken in het 
aantal kilometers a. 

b Maak één figuur waarin de twee functies uit a grafisch zijn weergegeven. Bij welke 
afstand in kilometers zijn de kosten bij beide verhuurders gelijk (break even-point)? 

с De afstand tussen het oude en nieuwe adres is 100 km. Bepaal de kosten die je 
maakt bij zowel verhuurder A als verhuurder B. 


Aanwijzing 

Je verkrijgt de grafiek van de functie z(x) uit voorbeeld 1.16 op het interval [-3, 3] 
met: 

Derive via het Plot-commando 

Maple plot(z(x), x=-3..3); 


Mathematica Plot[z[x], (x,-3,3}1 


Voor allerhande opties bij de plot-commando's verwijzen we naar de ‘on board'- 
handleidingen. 


Vraagstukken 


1.31 


1.32 


1.33 


1.34 


Onderzoek zo nauwkeurig mogelijk elk van de volgende functies in de aangegeven 
domeinen aan de hand van hun grafiek. Doe dit met de computerprogramma*'s die је 
in je omgeving kunt ontdekken. Vergeet niet de diverse zakcomputers met grafische 
mogelijkheden en de spreadsheetprogramma's. 


1 x=1 
f(x) = sin | - | in de buurt van x = 0 d k(x) = ———— = 
H (0 х2-х-– 2 spp M 
sin x 10 2x? 
g(x) = voor |x|» e ipe op [-5, 5] 


h(x) = x? sin x in de buurt van x = 0 


Een auto rijdt met constante snelheid een parcours in de vorm van een cirkel. Uit de 
natuurkunde weten we dat dan geldt: 


F v 
m r 
Hierin is 


Е dewrijvingskracht, 

m de massa van de auto, 

v desnelheid van de auto en 
r destraal van de cirkel. 


F 
Voor het gemak stellen we I 7,5 [N/kg]. Om de straal van de baan te bepalen, zijn 


de coórdinaten van drie punten langs de baan opgemeten. Deze punten zijn: 

(x, y) = (0, 0), (70, 30) en (90, 150). De x, y-coördinaten zijn gegeven in meters. 
De algemene vergelijking van een cirkel is, zoals bekend: (x — а)? + (y – b)? = г? 
Bereken de snelheid van de auto in km/uur. 


Aanwijzing: 

Invullen van de drie punten in de vergelijking van de cirkel geeft drie vergelijkingen 
met drie onbekenden. Eén van deze vergelijkingen kan worden gebruikt om de andere 
twee sterk te vereenvoudigen. De twee overblijvende vergelijkingen voor a en b kun- 
nen nu bijvoorbeeld worden opgelost met behulp van een computeralgebrapakket. In 
de drie bekendste (Derive, Maple en Mathematica) heet het benodigde commando 
‘solve’. Voor de verdere syntax zij verwezen naar de uitgebreide ‘Help’ aan boord van 
de programma’s zelf, of naar de respectievelijke handleidingen. 


In de praktijksituatie aan het begin van deze leereenheid wilden we bij de gegeven 
642 

functie h(x) = tan a + 
SE Ee 


- (1 + tan? ol weten hoe ver het voorwerp vanaf A de 


grond raakt. Als het voorwerp de grond raakt, is h(x) gelijk aan 0. 

Bepaal bij h(x) = 0 de afstand x als functie van a. 

Teken de grafiek van x(a) met computeralgebra en bepaal grafisch hoe ver het voor- 
werp vanaf A de grond raakt. 


In de praktijksituatie van dit hoofdstuk is de functie voor de daglente L(B, t) ter sprake 
gekomen. Als je de daglengte in Amsterdam, B = 52,35°, op elke willekeurige dag wilt 
bepalen, dan ziet de functie er als volgt uit: 


2 360° 
L(52, 53°; t) = 12 + 15° arcsin c (52, 35?) - tan (ee cos (os (t 1) )) 


tin dagen gerekend vanaf 1 januari. 
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G3 10 


Gn 
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Toets 


Los de ongelijkheid |4 — xl = 3x op. 
1 
Gegeven: de functie f(x) = === 
е /2х?– 3 
Bewering: het domein van de functie fis:x< – 3/6 of x> H /6 
Is deze bewering juist? 
Gegeven: f(x) = dëi – 4 
Bewering: het bereik van f is:0 = y = 2 
Is deze bewering juist? 
Los op de vergelijking 2х · |х| — 3х + 5 = 0 
Hierna staan functies f(x) en g(x) die elkaars inverse zouden zijn. Controleer of voor 
deze functies geldt f(g(x)) = g(f(x)) = x. 
f(x) = J2x- 1 en glx) = hx? +} 
f(x) = 2?* en g(x) = } · log x 
f(x) = sin (2x — т) en g(x) = } arcsin x + ут 
3x-1 
Gegeven: de functie f(x) = SCH 
X - 
А 2х-1 
Bewering: de inverse functie is: f(x) = ——— 
Is deze bewering juist? 1-3 
Bewering: de functie f(x) = 2x? — x + 3 met domein [0, 3] heeft een inverse functie 
Is deze bewering juist? 
G ditis : 
egeven: de functies f(x) = —— =— 
9 те х+4 en go) x-3 
Bewering: f = Is deze b ing juist? 
ewering: f(g(x)) = $12 s deze bewering juist? 
Bewering: het domein van de functie f-' (x) = arccos (4х) is [-4, 4] 
15 deze bewering juist? 
с fo) 5x 3x 
egeven: f(x) = e = —— 
9 2х+3 п go) x-1 
Bepaal met een computeralgebrapakket: 
a Қо(х)) e f(x) 
b oi d ffx) 
Bepaal met een computeralgebrapakket de inverse van de volgende functies. 
Geef ook hun domein en bereik aan. 
a f(t) 20,01? —0,09t? + 0,87t 0,27 c h(V) = dog v + ?logv 
M т 
b g(s) = sin s + coss d k(t)=3 sin (е-е) + 


Leereenneid i 


{ H 

Het geschatte aantal 
SBU's voor deze leer- 
eenheid bedraagt 10. 


DE DRIEHOEK VAN PASCAL 


Waarnemingen van en metingen aan fysische, biologische en economische 
processen worden veelal uitgedrukt in getallenrijen. Men zal pogen een regel- 
maat in de opeenvolging van dergelijke getallenrijen te ontdekken, want dan 
is het mogelijk om op grond daarvan voorspellingen te doen en eventueel 
maatregelen te nemen. Getallenrijen worden ook gebruikt om groei- 
processen per periode (stap in de tijd) te beschrijven. 

In hoofdstuk 2 leereenheid 2.4 zien we de getallenrijen en reeksen terug in 
een wiskundige toepassing van de differentiaalrekening. In hoofdstuk 3 
blijkt dat numerieke methoden bijna altijd in rijen van opeenvolgende bena- 
deringen van een oplossing plaatsvinden. 

Om deze leereenheid te kunnen doen heb je het functiebegrip nodig en de 
eigenschappen van oneigenlijke machten. 


Praktijksituatie 

Een kapitaal van €1.000 wordt uitgezet tegen 5% rente per jaar. De rente van 
het kapitaal is niet rentedragend, dat wil zeggen over de rente wordt geen rente 
gegeven. Na één jaar is het kapitaal aangegroeid tot € 1.050. Na twee jaar is het 
kapitaal aangegroeid tot € 1.100 en na drie jaar tot € 1.150. 

We vragen ons af hoe lang het duurt voordat het kapitaal zich bij deze rente 
heeft verdubbeld. 


Oplossing: 


Om een idee te krijgen zetten we een tabel op, waarin het aangroeiende kapi- 
taal is uitgezet tegen de tijd. De tabel is in Excel gemaakt. 


Figuur1.20 Spreadsheet voor het bepalen van een eindkapitaal 


1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
1000,00 1050,00 1100,00 1150,00 1200,00 1250,00 1300,00 1350,00 1400,00 


(€) 
= $BS2 + C1 + 0,05 + $BS2 Kopieer de inhoud van cel C2 
naar de overige cellen. 
We voeren vervolgens de volgende berekening uit. 
Na elk jaar is het kapitaal met €50 aangegroeid, dus па een tijd п (in jaar) is 
het kapitaal aangegroeid tot € 1.000 + € 50 - п. Wanneer we dit gelijkstellen aan 
€2.000 volgt er: €1.000 + Є 50 . n = €2.000, zodat п = 20 jaar. 
De opeenvolgende waarden К, = 1.000, К, = 1.050, К, = 1.100, К, = 1.150, 
Rij enzovoort noemen we een rij. 
1.2.1 Rijen 
Definitie Een rij is een opeenvolgende serie getallen waartussen een zeker verband 
bestaat. 
Voorbeelden van rijen zijn: 
Voorbeelden 1.17 
—4, 0, 4, 8, 12, … 
3, 5, 8, 12, 17, … 
1, 2, 6, 24, 120, ... 
8,4, 2, 1,4, ... 
Opdracht 1 Beschrijf voor elke rij uit voorbeeld 1.17 het verband tussen twee opeenvolgende 


getallen en vul elke rij met nog twee volgende getallen aan. 


De afzonderlijke getallen worden de termen van de rij genoemd en genoteerd a: 


1157105, 15, --- 
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Rekenkundige rij 


Definitie 


Opdrachten 


algemene formule 
rekenkundige rij 


We zeggen ook wel dat и, и», U3, ... de functiewaarden zijn van de rij (func- 
tie) и, met D, = №. Andere veel gebruikte symbolen voor de termen zijn v}, 
Vas Vane 


We onderscheiden verschillende soorten rijen, afhankelijk van het verband 
tussen de termen. Zo onderscheiden we rekenkundige en meetkundige rijen. 


Een rekenkundige rij is een rij waarbij elke term, behalve de eerste, uit de vooraf- 
gaande kan worden verkregen door bij die voorafgaande term een constant getal 


cop te tellen. 


Een voorbeeld van zo’n rij is: 


3, 8, 13, 18, 23, ... Figuur 1.21 Grafische voorstelling rekenkundige rij 
Voor deze rij is c dus gelijk LI NET. 
aan 5. Als we de termen Vn 
aanduiden met v,, va, Vz, …, 35- Ig de constante c 
dan geldt dus: 304 Ev- 
vc? 25 
Уз =; +5 20 
Va =, + 5 
v4 = v4 + 5, enzovoort. 15 
10 
In het algemeen geldt voor 5- 


een rekenkundige rij: 


Ун =] +С (122) T ЛЕЗ 0552657] 


n 


Waarom moet gelden n z 2? 


Bepaal c van de rij 100, 200, 
300, 400, ... en van de rij 100, Figuur 1.22 Rekenkundige rij 
90, 80, 70, .... 


v, =а+(п-1)*с 


Als de eerste term van een re- Vn "— 
kenkundige rij gelijk is aan a 16 hehe 
en de volgende termen 14 

worden verkregen als bij de 12 

voorafgaande term steeds c 10 

wordt opgeteld, kunnen we 8 

schrijven: 6 

NET 4 

у= acc 2 

vz =a + 2c 0 


v„=a+(n-1)-c (піп №) 
De algemene formule van 
een term van een rekenkun- 
dige rij luidt dan ook: 


у„=а+(п—1)-с (піп №) 


Opmerking: de waarden v;liggen ор een rechte lijn; 
er is sprake van lineaire groei. 
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Opdrachten 4 


Definitie 


Meetkundige rij 
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In onze praktijksituatie is ook sprake van een rij. Waarom is dit een rekenkundige rij? 
Hoe groot zijn a en c? 


Druk v, uit in a en cvan de rij 100, 200, 300, 400, … en van de rij 100, 90, 80, 70, … 


Als n = 2 geldt voor een rekenkundige rij: 


HU * Vi) 5 (a +nctat (п = 2)с) 

-at(n-l).c 

= Wi 
Een willekeurige term v, uit een rekenkundige rij is dus steeds het rekenkun- 
dig gemiddelde van de twee omringende termen v,, , en Van. Hieraan dankt 
de rekenkundige rij zijn naam. 


Een meetkundige rij is een rij waarbij elke term, behalve de eerste, uit de vooraf- 
gaande kan worden verkregen door die voorafgaande term met een constantec 
te vermenigvuldigen. 

Een voorbeeld van zo’n rij is: 

84,2, P 


Voor deze rij is c gelijk aan 


3. Als we de termen aandui- Figuur 1.23 Grafische voorstelling meetkundige rij 
den met t, tz, t4, ..., dan 
geldt dus: t ta = 0,5* t, 4 
t= 
t;7t,: $24 10 
t,7t5: $72 
t= t, 17 1, enzovoort. 8 
6 
4 
2 


i b h bk Б fs b 
termen 


Opmerking. de verhouding tussen t, en de voorgaande 
staaf t, , is gelijk aan de constante c 


Algemene formule 


meetkundige rij 


Opdracht 


Als de eerste term a is, dan E 


geldt: Figuur 1.24 Dalende meetkundige rij 
t‚=a 

t;-a-.c fj =8+Сс1+! 
fs A yt fa^ E de beginwaarde a 
t,—a-c^, enzovoort. B de rij t, 


In het algemeen geldt voor 
een meetkundige rij: 


t,-7a-c'! (піп №) 


Er geldt bij dit soort rijen 
dat (als n = 2): 
E amb т астас"? 

= a? : с2"-2 

= (а P айы) ы 


= 2 
SS Do 


nel n-1l 


Een willekeurige term t, 
uit een meetkundige rij is ъа с g € MN 

dus steeds het meetkundige termen 
gemiddelde van de twee om- Opmerking: de termen f, liggen op een kromme lijn; 


ringende termen f, , en er is sprake van exponentiéle afname. 
t, of in formulevorm 


t, — t Jt, 4,7 tj Hieraan dankt de meetkundige rij zijn naam. 


Opmerking: 
De benaming meetkundig gemiddelde komt van de volgende meetkundige inter- 
pretatie. Als a en b zijden van een rechthoek zijn, dan heeft het 


vierkant met zijde Jab dezelfde oppervlakte als de rechthoek, namelijk ab. 


Ga van de rijen uit voorbeeld 1.17 na welke rij(en) rekenkundig en welke meetkundig 
zijn. 


Voorbeeld 1.18 

Een kapitaal К, wordt uitgezet tegen 8% rente per jaar. We gaan uit van het 
principe ‘rente op rente’. Na één jaar is het kapitaal aangegroeid tot 

К, = 1,08. K,. Dit bedrag is weer rentedragend, zodat na twee jaar het kapi- 
taal is aangegroeid tot K, = 1,08 - К, = (1,08)? - К,. Zo doorgaand vinden we: 
К, = (1,08)? - K,, К; =(1,08)*- K,, etc. 

De termen К,, Ks, K,, ... vormen een meetkundige rij. 

Willen we bijvoorbeeld weten hoe lang het duurt voordat het beginkapitaal 
zich heeft verdubbeld, dan moeten we de vraag beantwoorden: wanneer 
geldt K, > 2 - K,, ofwel: wanneer geldt: (1,08)"-! . К, > 2 - K,. Dit geldt voor 
een n-waarde met (1,08)"-! > 2, ofwel (n — 1) log (1,08) > log (2). Hieruit 
volgt п > 10,00647. We nemen п = 10, dat wil zeggen dat na 9 jaar het kapi- 
taal zich (bijna) heeft verdubbeld. (In onze notatie is K, het kapitaal na n — 1 
jaar.) 


Opmerking: 
Hier is sprake van een groeifunctie, zie paragraaf 0.2.6. 
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Opdracht 7 


Vraagstukken 1.37 


1.38 


1.39 


1.42 


1.43 


1.44 
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Loop voorbeeld 1.18 nog eens na door uit te gaan van een kapitaal van € 1.000. Laat 
eerst met behulp van een tabel, bijvoorbeeld in Excel, zien dat na 10 jaar het oorspron- 
kelijke bedrag is uitgegroeid tot boven € 2.000. Voer vervolgens de berekening nog- 
maals uit en noem daarbij het beginkapitaal Kọ, het kapitaal na 1 jaar K,, enzovoort. 


Welke van de volgende rijen zijn rekenkundig, welke meetkundig? Bepaal steeds de 
constante c. 


a 1,0,-1,-2,... nn ode 

b 22,1, 145... h log 5, log? 5, log? 5,... 
с 24,12,0,-12,... i 1,-2,4,-8,... 

d log 3,log 32/109 32,... j V, 42,8,... 

e 10,102, 10%, … k aa-i,a-£,... 

f 10,1, 107',1072.... | 6ca; ca^, Oe 


Ga na welke van de volgende rijen u meetkundig, respectievelijk rekenkundig is als u, 
(met n = 1) bepaald wordt door: 


u„=-3" e и, = 4.3" + 1 
1 
age f u,-n 
n 
и, = Зп + 1 g и, = (-1)? 
и, = 4.3" h и, = У – 10n 


Een kapitaal is uitgezet tegen 6% rente per jaar. De rente mag ook weer tegen 6% wor- 
den uitgezet. Na n jaren is het oorspronkelijke kapitaal meer dan twee keer zo groot 
geworden. 

Bepaal n. 

Beantwoord dezelfde vraag als het kapitaal tegen een halfjaarlijkse rente van 3% wordt 
uitgezet. 


Gegeven de rij 10, 15, 20, 25, ... Noem deze rij v. 
Hoe groot zijn a en сіп deze rij? 

Hoe groot is v, uitgedrukt in a en c? 

De hoeveelste term van deze rij is 720? 


De hoeveelste term is 1 024 van de rij 1, 2, 1, 2, ...? 


Een kapitaal is uitgezet tegen 696 rente per jaar. De rente zelf is niet rentedragend. Na 
hoeveel jaar zal het kapitaal zich op deze wijze hebben verdubbeld? 


Gegeven: de rij 1, 11, 20, 28, 35, … . 
Bewering a: de eerstvolgende term is 41. Is deze bewering juist? 
Bewering b: derij is niet rekenkundig en niet meetkundig. Is deze bewering juist? 


Gegeven: de rij 1, 2, 4, 8, … . 
Bewering: 2048 is de 11de term van deze rij. Is deze bewering juist? 


Reeks 


Definitie 
van een reeks 


1.45 


lemand koopt een huis en sluit hierop een lineaire, of gelijkmatig aflosbare, hypotheek 
af van € 250.000. De hypotheeksom moet in 25 jaar afgelost zijn. Een gelijkmatig af- 
losbare hypotheek veronderstelt dat er jaarlijks eenzelfde bedrag wordt afgelost. Elk 
jaar moet vervolgens rente betaald worden over het restant van de schuld, de zoge- 
noemde schuldrest. Hiervoor geldt een rentepercentage van 5%, dat gedurende de 
looptijd van 25 jaar niet verandert. 

Bereken in een tabel, bijvoorbeeld in Excel, voor de eerste 5 jaar de jaarlijkse rente. 
Welke regelmaat merk je in deze bedragen op en kun je dat verklaren? 

Wat voor soort rij vormen de jaarlijkse rentebedragen? 

Bereken nu in één keer de rente in het 12° en 17° jaar. 


Je kunt kiezen uit een spaarrekening waarop jaarlijks 8% rente bijgeschreven wordt of 
één die 2% rente per kwartaal opbrengt. Je begint in beide gevallen met 1000 euro. 
Reken met een spreadsheet uit hoe groot het totaalbedrag is na 10 jaar in beide situa- 
ties. 

Naar welke rekening gaat je voorkeur uit? Formuleer je antwoord zo, dat je rekening 
houdt met de looptijd. Ondersteun je antwoord bij voorkeur met een grafiek. 


1.2.2 Reeksen 


Een begrip dat aansluit bij het begrip ‘rij’ is het begrip ‘reeks’. Hoewel er taal- 
kundig misschien weinig verschil lijkt te zijn tussen beide begrippen, ver- 
staan we er in de wiskunde toch duidelijk wat anders onder. 


Als иу, Us, из, … de termen zijn van een willekeurige rij иеп we definiëren: 
$1 = Ui 

$2 = U, + Uz 

$4 = U, t Uz + U3 

enzovoort, 


dan zeggen we dat 5,, Sz, 5,, … de termen (functiewaarden) zijn van de bijbe- 
horende reeks (functie) s. 


Voorbeelden 1.19 


Bij de rijen van voorbeeld Figuur 1.25 Stijgende meetkundige rij met 
1.17 (zie onder 1.2.1) beho- bijbehorende reeks 
ren de volgende reeksen: 
—4, –4, 0, 8, 20, … " Un = Sn 7 Sn-1 
3, 8, 16, 28, 45, ... o 
1,3, 9, 33, 153, … g MO Nu;n»2enu-5 
8, 12, 14, 15, 15] San 8 5o? 
ons ak уан B De totale 
8 ! staaf is gelijk 
= аап s,,n = 1,..., 8 
= 


1 SEI 250687 8 
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5, van een rekenkun- 
dige reeks 
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Er geldt bijvoorbeeld voor een reeks s, die hoort bij een rij u: 
Sg Se= (U, t ug t... t ug) - (U, tuo t... tug) = иа tu; 


De oorspronkelijke rij и kunnen we ook weer uitdrukken in de reeks s. Er 
geldt namelijk altijd dat: 


Ha" fe Sn (92:2) 


Ga voor de reeksen van voorbeeld 1.19 na datu; = 5; — S4- 
Ga na dat altijd geldt dat u, = s, — s, ,, voorn z 2. 


Voor rekenkundige en meetkundige rijen bestaan er handige formules voor 
S„ (=de п de term uit de bijbehorende reeks), waarmee we snel een groot 
aantal termen van zo’n rij kunnen optellen. De vraag: hoeveel is 
1+6+11+16+21 +... + 306 kan dan bijvoorbeeld in één klap worden be- 
antwoord. We gaan deze formules voor s,, nu afleiden. 

De formule van s, voor een rekenkundige reeks 


Om s, van een rekenkundige reeks te bepalen, schrijven we de algemene 
formule voor s, twee keer op (een keer van voor naar achteren en een keer 
van achteren naar voren) en tellen beide regels op: 


Sa Vat (vi +0) + (v +20) +…+ (Vv, 20) + (Ус) +У,, 
S= Vat Dia 0) + (0, 20) +... + (v, + 20 + (v, +С) + v, 


Na het optellen vinden we: 

2s = (у, + У„) + (у Hv) + (у, + v) +…+ (у, + у„) 
Dus: 

2s,7n-:(Vitv,) 

zodat: 

s,7 Àn-(vi t v,) 


We geven nu een toelichting op deze somformule van de rekenkundige rij. 


Voorbeelden 1.20 

1 Van de termen van de rekenkundige rij 1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22 zijn op 
een slimme manier paren te vormen, zodat een nieuwe rij ontstaat van 
allemaal gelijke getallen. 
Zo is deze rij van 8 getallen te herschrijven tot een rij met de helft van het 
aantal termen, die allemaal gelijk zijn aan de som van de eerste en de laat- 
ste term van de oorspronkelijke rij, namelijk 23, zie figuur 1.26. 
Volgens de formule: 


$573-8- (1422) 2 4.23 -92 


Dit gaat ook op als het aantal termen oneven is, zoals in figuur 1.27. 
$974.26 13243. 26- 1-9. (14 25) 


Figuur 1.26 8termen Figuur 1.27 9 termen 
terruggebracht tot 4 termen terruggebracht tot 4 i term 
1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 

|| Li 

23 26 

23 26 

23 26 

23 26 


2 Willen we weten hoe groot 1 +6 + 11 +... + 306 is, dan moeten we voor 
het gebruik van voorgaande formule alleen n nog vinden. Deze n hangt 
met 306 samen. We weten dat voor een rekenkundige rij geldt: 


v,7at(n-1).c 
Dus: 
306-1-4(n—1).5 


Hieruit volgt п = 62. 
Passen we de voorgaande formule toe, dan vinden we: 


1+6+11+...+306 = 3 · 62: (1+ 306) 2 9517 


3 Ное ртооїі$1+2+3 +... + 100? 
Hier zien we meteen dat het om 100 termen gaat, dus п = 100. 


142-43... 1007 s,99 7 1- 100 - (14- 100) = 5050 


Opdracht 10 Вегекеп2 +4 +6 + 8 +... + 1000. 
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*, van een meetkundige 


reeks 


Opdracht 


Halfwaardetijd 
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11 


De formule van 5, voor een meetkundige reeks 

We passen weer een handigheidje toe. Uitgangspunt is een meetkundige rij t 
met t, = ас"-!. We schrijven s,, weer twee keer op (één keer ‘gewoon’ en één 
keer vermenigvuldigd met c) en trekken vervolgens beide regels van elkaar af: 


s, =а+ас+ас2 +... + ac" 
€:$,7 ас+ас2+...+ ас"! t ac" 


n 


Na aftrekken vinden we: 


(1—60)5,74 ac" 


Hieruit volgt: 
a — ac" 1-c" 
SS eg 
EN E 1-c 


Ga na dat 5, voor n = 1 de waarde a oplevert. 
Ga na dat 5, voor n = 2 de waarde a + ac oplevert. 
Klopt dit met de definitie vans, = u, ens; = и, + и,? 


Voorbeelden 1.21 Pld 1 
1 1xbtdbtdbtdekdhb-1.1—7,-- 196875 
= 
1-(-35 
2 3-$+2у-вг+жз=3 xg 102 
3 


3 Ookbij het begrip halfwaardetijd heb 
je met 'rijen' en 'reeksen' te maken. 
Als bijvoorbeeld van een slaapmiddel Z 
de halfwaardetijd één dag is, dan wil 
dat zeggen dat van iedere dosis na 24 
uur de helft door het lichaam is afge- 
broken, na 48 uur is er nog een kwart 
van de oorspronkelijke dosis in het 
lichaam aanwezig, enzovoort. Als 
iemand op 100 achtereenvolgende 
dagen één slaappil van merk Z neemt, 
hoe groot is dan de dosis in zijn 
lichaam, uitgedrukt in aantal pillen, 
op de honderdste dag? 


Oplossing: 

Van de net ingenomen pil op de 

honderdste dag is nog alles aanwezig. 

Van de dag daarvoor is nog de helft over, van de dag daarvoor nog een 
kwart, enzovoort. Er is dus nog aanwezig: 


1+}+1+...+(3)%° 
Het gaat hier dus om de som van 100 termen van een meetkundige rij met 
а=1епс= 1: 
1 — (5)29%0 
$1997 1: 
1-i 


Dit komt neer op bijna twee pillen! 


Opdrachten 12 


13 


rij van Fibonacci 


recurrente betrekking 


Bereken de som van de eerste 50 termen van de meetkundige rij 1, –}, 1, ... 
Bereken 1 +2 +4 +8 +... + 1024. 


Er zijn ook rijen en reeksen die noch rekenkundig, noch meetkundig zijn. 
We kennen bijvoorbeeld de beroemde rij van Fibonacci. 

Dit is de rij u met: 

u 71 

u,=1 

Uz=Uz +и = 2 

иұ=из+и, = 3 

Us =U, +из = 5 


и = Una tun- (nz3) 


Deze laatste uitdrukking heet een 
recurrente betrekking. Met be- Figuur 1.28 Stamboom van Fibonacci's 
hulp van zijn twee voorgangers is konijnen 

de n-de term uit te rekenen. Met 

deze rij kon Fibonacci uitrekenen totaal 
hoeveel konijnenparen je krijgt aantal 
in één jaar, als je veronderstelt 
dat elk paar iedere maand een 
nieuw paar ter wereld brengt en asaj 
dit laatste paar zich vanaf de j 
tweede maand begint voort te 


1 
1 
1 
planten. Bekijk hiervoor figuur Т 12 
1.28. ===] 
i3 
De rij van Fibonacci heeft onder us e 
meer de volgende eigenschap. ! 
Wanneer je twee opeenvolgende == 8 
termen door elkaar deelt, ontstaat | 
een nieuwe rij getallen die steeds pon | i3 
Zeg 
! 


beter de waarde 


J541 


= 1,618... benaderen. 


De verhouding 1 : 1,618 staat bekend als de Gulden Snede of Gulden Verhouding. 
Deze benaming komt van het probleem: hoe een lijnstuk te verdelen in twee 
delen zodat het lange stuk zich tot het korte stuk verhoudt zoals het gehele 
lijnstuk zich verhoudt tot het lange stuk. Gaan we uit van een lijnstuk met 


X 1 
lengte 1 en noemen we het lange stuk x, dan moet dus gelden: Dyer а of 


-x x 
x?21-x 

De vierkantsvergelijking x? * x — 1 — 0 heeft als positieve oplossing: 
„51 [5 +i ) 


2 2 
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Vraagstukken 1.47 


1.51 
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De oude Grieken kenden deze 

verhouding al, maar pas aan het Figuur 1.29 Regelmatige vijfhoek 
eind van de middeleeuwen ziet 
men het als een schoonheids- 
ideaal in beeldhouwkunst, 
schilderkunst en architectuur. 
Ook tegenwoordig nog wordt een 
voorwerp met deze verhouding in edele 
haar afmetingen mooi gevonden. 

Zo zit de verhouding op vele 

manieren in de regelmatige vijf- 

hoek (pentagram), figuur 1.29. 

De diagonalen zijn bijvoorbeeld 1,618 maal langer dan de zijden. De vijf- 
puntige ster in de regelmatige vijfhoek, zie figuur, wordt veel gebruikt in 
logo's al dan niet gecombineerd met de tekening van de mannenfiguur van 
Leonardo da Vinci. De rij van Fibonacci en de verhouding van de Gulden 
Snede worden ook veel in de natuur aangetroffen bij resultaten van groei- 
processen. Bijvoorbeeld de aantallen pitten in de spiralen van de zonne- 


bloem of de aantallen ‘knobbels’ op de spiralen van de ananasschil en 
dennenappel. 


lengte = 1,618 


Wil je er meer over te weten komen? Raadpleeg dan eens het wereldwijde 


web. Via zoekmachines zijn met de zoekterm Fibonacci vele prachtige 
websites te vinden. 


Bepaall +3 +5 +7 +... + 101. 


De hoeveelste term is 720 van de rij 10, 15, 20, … ? 
Bepaal 10 + 15 + 20 + 25 +... + 720. 


Bepaal: 
5 + 10 + 15 +... + 625 атут +... + ув 
100 + 98 + 96 +... + 44 е 10 + 20 + 30 +... + 710 


es: | l4 1 
1-i*ií-it..t1da 


Bepaal de som van de eerste 12 termen van de rijen: 


1 

4, 2, 1, en d a, 2a, За, ... 
6, 0, -6, … е $Z,.. 
L6. 


Als de halfwaardetijd van een slaapmiddel een halve dag is, hoe groot is dan de con- 


centratie van het slaapmiddel (uitgedrukt in pillen) na 100 dagen, als er elke dag een 
pil wordt geslikt? 


1.52 


1.53 


1.54 


1.55 


1.56 


1.57 


1.58 


1.59 


Go Er | 


D D 


Een bibliotheek heeft 10.000 boeken. Gemiddeld wordt een boek per jaar tien keer 
uitgeleend. Elk jaar gaat 1596 van de boekenvoorraad verloren ten gevolge van slijtage 
of het niet inleveren van boeken. Per uitgeleend boek ontvangt de bibliotheek € 1,20. 
Bij de volgende vragen kun je gebruikmaken van Excel. 

Bereken de totale inkomsten voor de komende 10 jaar. Ga er gemakshalve van uit dat 
elk boek even vaak gebruikt wordt. 

De bibliotheek wil haar voorraad van 10.000 boeken op peil houden. Alle verloren ge- 
gane boeken worden daarbij vervangen. Een nieuw boek kost gemiddeld € 27. 
Hoeveel subsidie moet de bibliotheek jaarlijks vragen om deze kosten te dekken? 

Als de gemeente besluit geen subsidie meer te verstrekken voor de aanschaf van 
nieuwe boeken en de bibliotheek wil toch haar voorraad op peil houden, hoeveel moet 
dan per uitleen gevraagd worden om deze kosten te dekken? 


We bouwen een kapitaal op door periodiek, aan het eind van elk jaar, een vast bedrag 
van € 1000 te storten. Hoe groot is na 25 jaar het opgebouwde kapitaal uitgaande van 
een vaste rente van 6%? 


Staatsbosbeheer heeft een bepaald bos met 2000 bomen in beheer. Jaarlijks wil men er 
20% van kappen en 600 nieuwe bomen aanplanten. Men wil inzicht krijgen in hoe het 
bomenbestand zich zal ontwikkelen. Het is makkelijk om voor het oplossen van de vol- 
gende vragen Excel te gebruiken. 

Maak een tabel voor het aantal bomen na 1,2,3,4 en 5 jaar. 

Als b, het aantal bomen voorstelt aan het einde van het n° jaar, stel dan een recurrente 
betrekking op tussen Б, en bn. 

Vul nu de tabel zo ver aan tot je ziet dat b,, nauwelijks meer verandert. Tot welke 
waarde nadert Б „? Kun je dit verklaren? 


Van een rekenkundige rij vis de eerste term gelijk aan 1. 
Er geldt dat v, + v; + … + Vioo = 1000. 

Hoe groot is V100? 

Hoe groot is c? 

Hoe groot is v}? 

Hoe groot is v32? 


Van een meetkundige rij tis de waarde van c gelijk aan } en geldt: s,, = 10. 
Hoe groot is a? 
Hoe groot is t,,? 


Van een rekenkundige rij vis gegeven dat s, = 2n? + 3n. 
Bereken Vue + v4, +... + V20 door S29 — Sọ te bepalen. 
Bereken nu de algemene uitdrukking voor v,- 


Ga na dat voor de rij van Fibonacci geldt: u, , · Han = u,? + (-1)^ door voorn = 2, 
3, 4, 5 te laten zien dat de vergelijking juist is. 


De rij van Fibonacci heeft veel interessante eigenschappen. We hebben al gezien dat 
de rij van quotiënten van twee opeenvolgende termen uit deze rij op den duur nadert 
tot de waarde 1,618. Een ander eigenschap is de volgende. Gegeven de rij van Fibo- 
nacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, … . Leid hieruit een nieuwe rij af door vanaf de 
tweede term de getallen te kwadrateren: 1, 4, 9, 25, 64, 169, 441, 1156, … . 
Optelling van twee opeenvolgende termen uit deze laatste rij levert elementen op uit 
de oorspronkelijke rij van Fibonacci. Geef een formule voor de gevonden relatie. 
Onderzoek of er een relatie bestaat tussen de termen van de oorspronkelijke rij van 
Fibonacci en de verschillen van twee termen uit de kwadratenrij. 
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1.60 


1.61 


1.62 


binomium vàn Newton 


Definitie 


Sigma 
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Leid uit de rij van Fibonacci een nieuwe rij af door de som van de eerste n termen te 
nemen (n = 1, 2, 3, 4, …). Vergelijk de uitkomsten van deze somrij met de oorspron- 
kelijke rij van Fibonacci en formuleer een relatie tussen deze twee rijen. 


Bewering: 5 + 15 + 25 +... + 635 = 19840. Is deze bewering juist? 


11 1] 1 3 
Bewering: 4 12 * FE + 2916 > Sr Is deze bewering juist? 


1.2.3 Enkele nieuwe afspraken en symbolen 


Inleiding 

Het is opvallend dat de uitdrukking (1 + x)" voor steeds groter wordende n 
een zekere regelmaat vertoont. Voor n= 1, 2, 3, 4, 5, 6 komt er het volgende 
te voorschijn: 


(0 *x)-21*x 

(1+х)?=1+2х+х? 

(1+х)3#=1+3х+3х2+х3 
(1*x)-21-*4x* 6x? 4х3 tet 

(1 х)5 = 1+ 5x 10x? + 10x? + 5х1 -- x5 

(1 x)62 1 6x + 15х2+ 20х32 + 15x* + 6x5 + x6 


Met computeralgebra zijn deze resultaten snel te vinden én uit te breiden. 
Om te ontdekken wat er precies aan de hand is met de coéfficiénten van de 
machten van x, gaan we uit van (a + b)": het zogeheten binomium van 
Newton. In dat binomium (= tweeterm) is in het voorgaande a = 1 епр = х 
gebruikt. Om een algemene formule voor (a + b)" te vinden, hebben we eerst 
een paar definities en nieuwe symbolen nodig. 


Enkele definities 


Bij het noteren van de termen van rijen en reeksen hebben we ons tot nu toe 
moeten ‘behelpen’ met notaties als 1 +2 +3 +... +99 + 100. Om dit soort 
uitdrukkingen wat korter op te schrijven, gebruiken we de volgende defini- 
tie: 


n 
У КЮ is de som van de getallen fik) die ontstaat als К achtereenvolgens de 


кот 


waarden m, m + 1,..., n(n = т) doorloopt. 


In formulevorm luidt deze definitie: 


n 


У fil - fim «fim - 1) т 2) +... fim inzm 


кот 


Opdracht 


Definitie 


Faculteit 


0-faculteit 


Definitie 


Voorbeelden 1.22 


6 
1 к= 1+2+3+4+5+6(= 


kel 


6046-21) 


3 

1-36 

2 x з* = tedere (= 3-2. (1 т) -40) 
к= -2 m 


6 
3 >, KD = (3?— 1) + (4? - 1) + (5? - 1) + (6? — 1) (= 82) 


6 


3 
Bereken > k? en У (К+ 1)2. 


kes1 Кз —1 
Indien n in 71°, verstaan we onder n! (spreek uit: n faculteit) het product van alle 
natuurlijke getallen van n tot en met 1. 
In formulevorm luidt deze definitie: 


n! = n. (n— 1). (п - 2)...3.2.1 


Voorbeelden 1.23 
1 31=3.2.1=6 
2 41=4.3.2.1 = 24, таагоок 4! = 4. 31-2 4.6 = 24 

3 (п+ 1)! = (п+ 1): п: (п= 1): (п- 2)...3:2:1=(п+1) - п! 
8! 8.7.6.5.4.3-.2.1 


4 —- =8.7.6= 336 
5! 5.4.3.2. 1 

5 n п.(п—1).(п—2)...(К+1).К.(К—1)...3.2.1 
ko k- (k—1)...3.2.1 


=п.:(п-– 1): (п-– 2)...(к+1) (n>k) 


We definiéren nu nog apart 0!. 
0!-1 


De reden van deze definitie is dat alle formules met faculteiten hun geldig- 
heid blijven behouden als п = 0 genomen wordt. 


Voorbeeld 1.24 

(n-1)! (п+1)-п.(п—1)-(п—2)...3.2.1 
no n-(n—1)....3-2.1 

Deze gelijkheid geldt ook voor п = 0. 


=п+1 
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Opdrachten 


Binomiaalcoëfficient 


Definitie 


Opdrachten 


Symmetrie- 
eigenschap 
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15 


16 


17 


18 


BE 9! 13! 
жее н еп е: 


` (n+ 
Hoe groot is 


, uitgedrukt in n? 
n! 


n 
We voeren ook nog de notatie | | (lees: n boven К) in. 


| n jy» T 
уа Ee n= p 


n 
( k | wordt binomiaalcoefficiént genoemd. 


Voorbeelden 1.25 


5 a cg 
== = —=10 


3) 3(5-3) 6.2 

т 

2) DE A 
Sëtz 

0/ 016! 


(«t 


Voor binomiaalcoëfficiënten geldt de symmetrie-eigenschap: 


ff BN a 
AG (n, kinN en n z к) 


n 
Ga na dat deze symmetrie-eigenschap waar is door ( A volgens de definitie uit te 


n 
schrijven en te vergelijken met LI 5 


De driehoek van Pascal 


We zullen de definities gebruiken bij de afleiding en beschrijving van het 
binomium van Newton. We bekijken nu achtereenvolgens de uitkomsten 
van (a + b)9, (a + D)!, (a + b)?, enzovoort, door deze termen ijverig uit te 
schrijven: 


(а+0)0 = 1 

(a+b)! = a+b 

(a+b)? = a? * 2ab + b? 
(a+b) = a? + 3a?b + 3ab? + b? 

(а + b)*— a? + 4a?b + 6a?b? + 4ab? + b* 


We merken op dat voor een macht л van (a + b) de macht van a van links 
naar rechts met 1 afneemt van ri tot en met 0, terwijl de macht van Р juist 
met 1 toeneemt van 0 tot en met n. Letten we alleen op de coëfficiënten van 
de machten van a en b, dan kunnen we ze als volgt rangschikken: 


Р Blaise Pascal (1623-1662) 


In deloop van de geschiedenis heeft de mens 
steeds pogingen gedaan rekenwerk door een 
machine te laten uitvoeren. 

De eerste ontwerpers van rekenmachines waren 
Wilhelm Schickard (1592-1635), Blaise Pascal 
(1623-1662) en Gottfried Wilhelm Leibniz 
(1646-1716). 

Schickard was hoogleraar in de astronomie, de 
wiskunde en het Hebreeuws. In een brief aan 
Kepler in 1623 zijn schetsen en beschrijvingen 
gevonden van een door hem ontworpen en ge- 
bouwde rekenmachine die kon optellen, 
aftrekken, vermenigvuldigen en delen. 

Blaise Pascal werd geboren in 1623 in Clermont- 
Ferrand. Zijn vader was directeur van het plaat- 
selijk belastingkantoor en tevens een bekend 
wiskundige. Hij vestigde zich in 1631 in Parijs in 
verband met de opvoeding van zijn kinderen. In 
Parijs schreef Blaise Pascal al op elfjarige leeftijd 
een verhandeling over geluid en op zestienjarige 
leeftijd een verhandeling over kegelsneden. 

In 1639 nam zijn vader een hoge functie aan bij 
de belastingdienst van Normandië te Rouen. 
Daar, in 1642, amper 19 jaar oud, ontwierp en 
bouwde Blaise Pascal een rekenmachine die kon 
optellen en aftrekken, als hulpmiddel voor zijn 
vader bij het maken van berekeningen. Deze 
machine bestond uit een rij wieltjes die in elkaar 
grepen. Bij tien omwentelingen van een wieltje 
maakte het volgende wieltje één omwenteling. 
Het eindmodel was pas tien jaar later klaar. 

In 1646 bekeerde Pascal zich tot het jansenisme, 
een conservatieve afscheiding van het katholi- 
cisme. Op zijn mystieke godsdienstige perioden 
gaan we verder niet in. Behalve als wiskundige is 
hij ook bekend als natuurkundige en schrijver. 
Op wiskundig gebied behoorde hij met Fermat 
tot de grondleggers van de waarschijnlijkheids- 
rekening. 


Bekend is natuurlijk de driehoek van Pascal (leer- 
eenheid 1.2), die overigens niet door hem uitge- 
vonden is. Verder is hij bekend om zijn werk in 
de meetkunde (onder andere de stelling van 
Pascal). Op natuurkundig gebied maakte hij 
naam door zijn proefnemingen op het gebied 
van het luchtledige en op het gebied van de hy- 
drostatica (de wet van Pascal, de Pascal als een- 
heid van druk). 

Als schrijver is hij vooral bekend om zijn Pensées 
(gedachten), een verzameling losse aantekenin- 
gen, waaruit iedereen wel de gedachte kent: 'Als 
de neus van Cleopatra korter was geweest, zou 
het aanschijn van de aarde geheel veranderd 
zijn.' 

Pascal stierf op 19 augustus 1662 in Parijs, pas 
39 jaar oud, na een leven waarin hij gekweld 
werd door hoofdpijnen, slapeloosheid en maag- 
krampen en waarin hij rusteloos werd voortge- 
jaagd naar steeds weer andere problemen. 
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Driehoek van Pascal 


Opdracht 
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De zo ontstane getallendriehoek 
heet de driehoek van Pascal. In 
deze driehoek is een bepaalde 
symmetrie herkenbaar. Van links 
naar rechts gaande in een hori- 
zontale rij zijn de coéfficiénten 
hetzelfde als van rechts naar links 
gaande (zie ook figuur 1.30). 


We kunnen de driehoek van Pas- 
cal uitbreiden met volgende rijen 
door met 1 te beginnen en vervol- 
gens getallen te plaatsen die gelijk 
zijn aan de som van de twee getal- 
len die in de voorafgaande regel 
er links en rechts schuin boven 
staan. 


De volgende rij wordt dan: 
|! S wp 10 S 1 


Deze getallen zijn gelijk aan de 
uitkomsten van 


о) G) 6) G) er 


5 
L . Daarom worden de getallen in de driehoek van Pascal binomiaal- 


coéfficiénten genoemd. 


Ga na dat de zojuist genoemde bewering over de zesde regel van de driehoek van 
Pascal juist is. 


De driehoek van Pascal is dus ook als volgt te schrijven: 


Vraagstukken 


1.63 


1.64 


Bereken door uit te schrijven: 
là 5 
3 E (8) 
(8) " 12 
, (s) 
2 6 
Bewijs dat Y BD ) = 0. 
к=0 КЎ 


п n-1 
Bewijs dat T )-^( ). 
k k-1 


Los op in R: 

Пт 7 7 

a a e S GA, SS 
1 1 х 1 8! 

EE а === 

14! 16! 16! D ! 


Schrijf de driehoek van Pascal uit tot en met de 7de rij. 


Gebruik een computeralgebrapakket om de 20ste rij uit de driehoek van Pascal te 
bepalen. 


Het binomium van Newton 


We gaan nu proberen om één uitdrukking (formule) voor (a + b)" te vinden. 
Als we de achtereenvolgende uitdrukkingen voor (a + b)" opnieuw noteren, 
met gebruikmaken van binomiaalcoëfficiënten, dan krijgen we: 


(a+ b)? = i9) 
0 
vu Q««Q 
0 1 

(а + b)? = ei (E а (2) ар + n p? 

0 1 2 
eM eene ED 

0 1 2 3 
ав (7) a^ + (1) азр + (2) ПЕР: (3) ар? + (а) bi 
0 1 2 3 4 

Zo doorgaand kunnen we voor (a + b)" opschrijven: 


(a+b)"= (5) a" + b a"-p + EI a"-2p? + EI а"-3рз + le b" 
С We 1 2 3 21 n 
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binomium van Newton 


Opdracht 
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of, nog vollediger: 


n n n n 
n про п-1}р1 n-2H52 A ор" 
abr - (7) erv TUE sl, b? +. ME 


Met de X-notatie kunnen we nu schrijven: 


n 


n 
(а+Б)у”= Y LU emm met n en Кіп № [1] 
k 


De gevonden uitdrukking heet de binomiaalontwikkeling van (a + b)". 


n 
De (k + 1)-ste term hierin is H gn-kpk. 


n 
Waarom is (Deo de term met nummer k + 1 en niet met nummer k? 
Bereken met behulp van [1] de tweede term uit (a + b)^. 


Voorbeeld 1.26 


1 Ontwikkel (x + 212 met behulp van het binomium van Newton. 
2 Bepaal de tiende term van de reeks. 
3 Bepaal de coëfficiënt van x?. 


Oplossing: 
1 Neem voora=x,b=2enn=13: 


13 


(2)9- Y [res .2k 


k=0 
13 13 13 Si T 
sf 13, 20 ДЖ Dl a al x9.2 
И; sl ke s) S 
=x"? + 26x1? + 312х11+ 228810 +... + 53248х +8 192 
13 " 
2 Als we in de algemene term k x13-*. 2K voor К = 9 invullen, krijgen 
4 13 
we de tiende term. De tiende term is: 9 pé og 


13 oi 
3 Alswein dealgemene term ( k fe -2*, demacht van x, namelijk 


13 — k gelijk stellen aan 9, vinden we k= 4. 


13 
De coéfficiént van x? is: ( л ) 724 


Vraagstukken 1.69 Schrijf zonder X-teken en werk uit: 


4 
a P» a*b^-* 
Гаа 
6 
b У, sin кт 


3 


c У coslkm 
Кк=—3 


1.70 Ontwikkel: 


(x + y)'? 
b (2a 3b) 
с (2 – х)! 


1 61 
1.71 Bepaal de 50ste term in de ontwikkeling van Lo E 2 : 
X 


3 12 
1.72 ` Bepaal de coëfficiënt van х“ in de ontwikkeling van (2° + =) 5 
X 


8 15 
1.73 Bepaal de coëfficiënt van x° in de ontwikkeling van E E 5) р 
х 
1.74 Седеуеп: we ontwikkelen (x — у)!” volgens het binomium van Newton. 
Bewering: de 1 3de term heeft als coëfficiënt 6 188. Is deze bewering juist? 


G3 1.75 Als we het rechterlid van y = (x — х,)(х — x;) uitwerken en de termen sorteren naar 
machten van x, dan krijgen we: x? — (x, + X2)X + XX; 
We doen nu de volgende beweringen: 
| Er geldt: de coëfficiënt van xis gelijk aan minus de som van de nulpunten van 
(x = x)(x — x3); de constante term is gelijk aan het product van die nulpunten. 
I| Voor de nulpunten x, en x; van de veelterm x? — Sx + Pgeldt (met 5 — som en 
Р = product): 5 = x, + х; P = XX5. 
Bij gegeven S en Р zijn dit twee vergelijkingen voor de twee onbekenden x, еп хз. 
Ill. Als we stellen x, = x; = —1, dan krijgen we als coëfficiënten voor 
X? — (ху + х,)х + xx, de waarden: 1, 2, 1. Dit is precies de regel uit de driehoek 
van Pascal voor n — 2. 

a Zowelhet uitwerken van (x — x,)(x — x2) als het sorteren van gelijke machten van x, 
kunnen met behulp van een computeralgebrapakket worden uitgevoerd. Doe dit nu 
zelf voor: 

(x х,)(х — x2) 

(xxx — x3 x — x3) 

(x — xx — x3x — x3 x Sal 

(x — xx — x3 (x — xx — xaX = xs) 
enzovoort. 

b Geef, naar aanleiding van de resultaten, telkens beweringen analoog aan I, Il en III hier- 
vóór. Zie je een patroon? 
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1.76 
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In de driehoek van Pascal van figuur 1.31 zijn twee rijen getallen aangegeven: a, en Б, 


Leid voor de rij Б, een relatie af tussen b, en Б, ,. 

Leid een formule af voor b, waarmee b, direct te berekenen is voor elke waarde van n, 
dus zonder b, , te gebruiken. 

We kunnen ook, als volgt, gebruikmaken van een computeralgebrapakket om het ant- 
woord op vraag b te vinden. Beschouw de index n en de bijbehorende waarde van b, 
als de coördinaten (n, b,) van een punt in het X, Y-vlak. Dus (1, 1), (2, 3), (3, 6), … . 
Deze punten voeren we als een matrix in en we vragen het pakket naar de functie die 
het beste bij de punten past. 

Doe dit en bepaal met het gevonden functievoorschrift een aantal waarden voor Ё, 
met n > 8. Let op, de waarden van b, zijn geheel! 

Bepaal met een computeralgebrapakket een formule voor a, als functie van n. 


Samenvatting 


Om groei- en benaderingsprocessen beter te kunnen begrijpen, ben je in 
deze leereenheid vertrouwd geraakt met de begrippen rekenkundige en 
meetkundige rijen en reeksen. Je hebt geleerd hoe je series getallen kunt 
weergeven in een paar kernachtige betrekkingen. Ook weet je nu hoe je de 
som van een aantal termen van een rekenkundige of meetkundige rij moet 
bepalen. 

In het tweede deel van deze leereenheid heb je kennisgemaakt met het bino- 
mium van Newton om de uitdrukking (a + b)" uit te schrijven. In de aanloop 
naar de formule van dit binomium heb je geleerd hoe je met het X-teken, het 
faculteitsteken en een binomiaalcoëfficiënt moet omgaan. Je begrijpt ook het 
verband tussen de driehoek van Pascal en het binomium van Newton. 


| Ryen en reekse 


penc 3 


Aven: 


eenzrete, gevallen, bepaal 
dit ten rr u of een mr 


24 SE фал! 


berekening eind- 
pitaal bij samen- 


| gestelde rente 


concrete getaller 
bepaal bijv zre term 


\ 
(eu \ 


Formules 
voor elke reeks: 
In in- = 


rr: n= zn Cv, tvn) 


t- E 
Шш ш 
1-6 


mr јл = a 


EA 


Суре opg T 


Ea 
2.907000 een rU deer 


of dt cen rr и af een mr | 
=” ert 


| 4 gegeven etn. у | 


Eu —=. sE 


T 
dan ret 


^ 


wullezeeriat ry 


| 


э: 
беичее epcerweigerde [ ] 


sere getalen, 


d overig verband j 
' А (rr) АША 
constant versehil бел) t, atv, at zv, at av, 
2 opeenvolgende termen) … at (n= v 
| Va Vis Vig see VÀ 
EEE ee formades 
Vn VAL tE 
ф ve Vn. m6 
v-at(n-:c 
Va it АС 
PAL SAL 
rese E 
2. meethuulige (mr): | АДА 
фам van 2 opeens | A, ac, агї, ‚С 
volgende termen ef Co tu Cy u tn | 
Uu constant 
ўт 
е Ит G 
боа Ме 
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Bewering: 1 +3 +5 +7 +... + 999 = 250000 
Is deze bewering juist? 


Bewering: 1 +2 -- 4 +8 + 16 +... + 1024 = 2048 
Is deze bewering juist? 


Bereken de som van alle vijfvouden vanaf 0 tot en met 500. 


Bepaal de coëfficiënt van x* in de ontwikkeling van (2x + 9)? volgens het binomium 
van Newton. 


Bewering: de coëfficiënt van a?b* in de ontwikkeling van (a + 2b)? is 560. 
Is deze bewering juist? 


n n 
Waarom is 2 (—1)* \‚) = 0 voor alle n = 1? 
Bij deze opgave gaat het erom de juiste uitdrukking voor de som s, van een eindig aan- 
tal termen van een rij te bepalen. Sommige ken je misschien al uit het hoofd, andere 
heb je nog nooit gezien. Computeralgebrapakketten zijn redelijk goed in het bepalen 
van dit soort sommen met een onbepaald aantal termen. Tegen het berekenen van 
een som met een bepaald aantal termen, zeg 100 of 1000, zien ze al helemaal niet op. 
Maak van een computeralgebrapakket gebruik bij het beantwoorden van de volgende 
vraag: 
Welke uitdrukking rechts (aangeduid met a, b, c, ...) hoort bij welke som links (aange- 
duid met 1, 2, 3, ...)? 


1 
1 5„=1.1!+2.2!+3.3!+...+п.п! a Sp een Dänz 1) 
2 1 1 1 1 Б п 
GET n= 
Rr 22 КЕЗ 4 п. (п+ 1) : n+1 
n(n + 1 
3 5,=1+2+3+...+п € s= 2 
4 s,=124+22432 +... + m disce? 
5 5„=1+3+5+...+(2п—-1) e 5,=(п+ 1)! – 1 
Aanwijzing: 
Derive Author: sum(1,k,1,n), Simplify geeft: n 
Maple sum(1, k-1..n); geeft: n 
Mathematica  Sum[1, (k,1,n)] geeft: n 


Probeer 3! (in Derive) 


We bekijken nog eens de rij van Fibonacci. In het voorgaande is reeds opgemerkt dat 
uit deze rij een nieuwe rij is af te leiden, h ^ 5 S © ‚ ....Ораеп duur gaat deze rij 
naar 1,618. ar Jee 

Voer nu in Excel de termen van Fibonacci in en ontwikkel daaruit de rij van quotiënten. 
Verifieer dat de rij naar de genoemde waarde nadert. 

Bij de paragraaf over limieten zullen we ook algebraisch aantonen dat de rij naar deze 
waarde nadert. 


(33 10 


ag 


Vorm een nieuwe rij door de termen tot de derde macht te nemen. Reken van elk drie- 
tal opeenvolgende termen van de nieuwe rij de waarde van 

(t, - Air, — (t)? uit. Verifieer dat deze waarden termen zijn uit de rij van 
Fibonacci. Ontdek je een regelmaat hierin? Formuleer deze. 


We bekijken nog eens de praktijksituatie van vraagstuk 1.54. Het beantwoorden van de 
volgende vragen zal sneller verlopen door gebruik te maken van Excel. 

Verander het aantal bomen waar je mee begint. Onderzoek of het uiteindelijk veel uit- 
maakt met welk aantal bomen je begint. 

Verander het percentage kap. Welke invloed heeft dit op het uiteindelijke aantal bomen? 
Onderzoek welke invloed het aantal bijgeplante bomen op den duur heeft. 

Stel je begint met 5 000 bomen en 10% kap. Hoeveel bomen moet je jaarlijks 
bijplanten om ervoor te zorgen dat je na 34 jaar een bos overhoudt met 7 500 bomen? 
Aanwijzing: Excel kan dit heel mooi voor je uitrekenen. Kies Extra, Doelzoeken. Је 
krijgt nu een invulscherm dat je als volgt invult: cel instellen (celadres van het 34° 
jaar), op waarde (7 500), Door wijzigen van cel (de oorspronkelijke bijplant- 
waarde). Verifieer de gevonden waarde, het afgeronde getal, in de tabel. 

Heb je enig idee hoe het uiteindelijke aantal bomen samenhangt met het percentage 
kap en het aantal bijplanten? 


Bereken met computeralgebra: 


31853 63 83 3 
3100 7 5- Fa ЕЕЕ FE 77 * 1001 


mO a ЫЗ 3 
1213140757001 


= ( 400 
7 ) : sl 
Bepaal met computeralgebra de antwoorden op de volgende vragen: 
Uit hoeveel cijfers bestaat 10!? 
Uit hoeveel cijfers bestaat 20!? 
Uit hoeveel cijfers bestaat 70!? 


82! 
Uit hoeveel cijfers bestaat E H 


$109 = 3 
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| 


| Eo. 
Es 


Limieten en continuiteit 


e 


Het geschatte 
aantal SBU's voor 
deze leereenheid 
bedraagt 10. 


In deze leereenheid gaat het om een begrip dat veel vraagt van ons voorstel- 
lingsvermogen. We gaan het hebben over grenswaarden, ofwel limieten. In 
het dagelijks leven komt het woord limiet ook wel voor; denk maar eens aan 
de snelheidslimiet van 100 km/uur op een aantal Nederlandse snelwegen of 
aan de limitering van de visvangst in de Noordzee. 

In de wiskunde gebruiken we het limietbegrip op een iets andere manier, bij 
het bestuderen van functies in de buurt van een punt waar de functie niet 
gedefinieerd is of wanneer het argument van een functie zeer grote waarden 
aanneemt. 

We sluiten deze leereenheid af met het begrip continuïteit. We kunnen zeg- 
gen dat een functie continu is in een bepaald interval als we haar grafiek in 
dat interval kunnen tekenen zonder onze pen van het papier te lichten. Pun- 
ten waarin een functie niet continu is, kunnen worden geclassificeerd met 
behulp van limieten. 


M ee ee ы ы ез ___„ 


Het limietbegrip is het fundament van de differentiaal- en integraalrekening. 
Het is van belang dat je begrijpt wat je onder een (wiskundige) limiet verstaat 
om de wiskunde verderop in dit boek goed te doorzien (en leuk te vinden!). 
Om deze leereenheid te kunnen doen, moet je de stof van leereenheid 1.1 en 
1.2 en de elementaire algebra van breuken en oneigenlijke machten uit 
hoofdstuk 0 beheersen. 


Praktijksituatie 

Uit je vooropleiding weet je dat 7 een getal is dat je nodig hebt bij het bere- 
kenen van omtrekken, oppervlakten en inhouden. Ook in deze opleiding zal 
in menige situatie gebruikgemaakt worden van dit getal. Je weet ook dat een 
irrationaal getal is en dus een getal met heel veel cijfers achter de komma. 

We gaan in vraagstuk 1.101 het getal т benaderen in tien cijfers nauwkeurig 
achter de komma. Daarvoor gaan we omtrekken van regelmatige veelhoeken 
berekenen waarbij we bijvoorbeeld gebruikmaken van het programma Excel. 
Door het aantal hoekpunten te laten toenemen nadert de omtrek van de 
regelmatige veelhoek tot die van de cirkel (224). Door vanaf het begin R=} 
te nemen, vinden we zodoende een benadering voor т. 

Om je een eerste indruk te geven van een limiet, volgt hier een eenvoudiger 
situatie. 

We vragen ons af wat de uitkomst is van de volgende som: 


1 1 1 1 1 
ltót4tgtaztga t. 


We geven hier de eerste aanzet: 


IL aso esas 

1+1+1= 1,75 

1+5+1 += 1,875 
1+5+1+0+ 16 = 1,9375 


De toename van de uitkomst wordt telkens minder. Wanneer we deze bere- 
kening voortzetten, komen we tot de ontdekking, dat het getal 2 nooit bereikt 
wordt. Nog sterker: in deze leereenheid zien we dat de uitkomst precies 2 is 
als we de berekening onbeperkt lang zouden kunnen voortzetten. Als we er 
een tekening van maken (zie figuur 1.32), zien we ook dat de grens 2 nooit 
wordt bereikt. 


Figuur 1.32 Een limietproces 
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| 
T 
р 
Ё 
B 
Я 


рэ" ге» Тав 


linkerlimiet 


Opdracht 
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1.3.1 Het limietbegrip 


Het begrip limiet of grenswaarde wordt gebruikt als we een functie bestuderen 
in de buurt van een punt waar de functie niet gedefinieerd is. We illustreren 
het limietbegrip aan de hand van enkele voorbeelden. 


Voorbeeld 1.27 
2 


x -2 
Omdat de functie f(x) = TD 
met f(x) gebeurt als we x steeds dichter bij de waarde 2 kiezen. (Invullen van 
x= 2in het functievoorschrift leidt tot nul gedeeld door nul. f(2) is dus niet 
gedefinieerd.) We stellen nu, eventueel met Excel, tabel 1.7 en 1.8 op om te 
zien wat er in de buurt van x = 2 met f(x) aan de hand is. 


niet bestaat in x — 2, gaan we na wat er 


Tabel 1.7 Tabel 1.8 

D fix) x fix 
3 4 1 2 

25 35 15 2,5 
2,1 3,1 1,9 2,9 
2,01 3,01 1,99 2,99 
2,001 3,001 1,999 2,999 


2,0001 3,0001 1,9999 2,9999 


We kunnen hiermee onbeperkt doorgaan; de functiewaarde komt steeds 
dichter bij 3 te liggen. Dit gebeurt als we x van bovenaf steeds dichter bij 2 
kiezen, maar ook als we x kleiner dan 2 nemen en steeds dichter bij 2 kiezen. 
In het eerste geval zeggen we: de limiet van f(x), als x nadert van de boven- 
kant tot 2, is gelijk aan de waarde 3 en we noteren: lim f(x)=3. In het 

x42 


tweede geval, de limiet van f(x) als x nadert van de onderkant tot 2, is gelijk 
aan de waarde 3 en dit wordt genoteerd als: lim f(x) — 3. De eerste limiet 
x12 


wordt ook wel rechterlimiet genoemd, de tweede linkerlimiet. Omdat in deze 
situatie linker- en rechterlimiet gelijk zijn noteren we: lim /(х) = 3. We 


x2 


spreken dit uit als: de limiet van f(x), als x nadert tot 2, is 3. 


2 


Ontbind de teller van de breuk in factoren, vereenvoudig vervolgens deze 


х-2 


breuk en probeer de hiervóór getrokken conclusie te verklaren. 


Opdracht 


limiet 


Voorbeeld 1.28 


3 
Omdat de functie f(x) = ZEE niet bestaat in х = –2, gaan we de limiet 


bepalen voor het geval x tot —2 nadert. Dit kunnen we snel doen met behulp 
van Excel. We proberen weer twee tabellen (zie tabel 1.9 en 1.10): 


Tabel 1.9 Tabel 1.10 

х f(x) X f(x) 
-1 3 -3 -3 
-15 6 -25 -6 
-19 30 221 —30 
—1,99 300 -2,01 —300 
—1,999 3000 —2,001 —3000 


—1,9999 30000 —2,0001 —30000 


We zien dat de functiewaarden niet naar een bepaald getal naderen. Integen- 

deel. Als x van de bovenkant tot -2 nadert, stijgt f(x) boven alle grenzen uit. 

De functiewaarde wordt ‘oneindig groot’ en we schrijven: lim f(x) =+ ә’ 
xi-2 


Als daarentegen x van de onderkant tot -2 nadert, wordt de functiewaarde 
negatief en ‘oneindig groot! en schrijven we: lim f(x)=“— co! 
xT-2 


We zeggen nu dat de gevraagde limiet niet bestaat. 


Bepaal пи zelf eens lim ——— . 
«52 |х 2] 


We hebben bij het bepalen van een limiet twee situaties gezien: 

a Bij het substitueren van de waarde waar x naar nadert in het functie- 
voorschrift krijgen we 9: om de limiet te bepalen is nader onderzoek nodig. 

b Bij het substitueren van de waarde waar x naar nadert in het functie- 


a 
voorschrift Krijgen we 0 met a # 0: de limiet bestaat dan niet. 


Daarnaast is het ook mogelijk dat we bij het substitueren van de waarde waar 
x naar nadert een getal krijgen. Dit getal is dan de limiet. 

Tot nu toe hebben we functies onderzocht die niet gedefinieerd zijn in een 
punt. In zo'n geval nadert x tot een (eindige) vaste waarde. Daarnaast is het 
vaak noodzakelijk een functie te onderzoeken in de randen van het domein. 
In dat geval kan x een erg grote waarde aannemen. We gaan nu na wat er kan 
gebeuren met een functiewaarde f(x) als x willekeurig groot wordt. 
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Am deze en de 
aar“ оо? ZA\D- 


nop V О 
perekenen” jaa 
engt ‚over 


soe 
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axr WS 1€ 


wellen? ` e 
№ (foo x go == \\ 
x? 


qevenre o 

voor” 
en О 
(х) — Wen 

onn aard ii SEE 

e dat de emeten S 
est 

aan 


op 9 


і 


Voorbeeld 1.31 


Als gegeven is dat lim 


—3 (zie voorbeeld 1.27) en 
x2 x—2 


2. 
lim = 4, dan geldt: 
x2 X—2 8 
xX -x-2  x?-4 x? -x-2 ї x? —4 
lim 4———— - = lim 4——— —— ;— lim 
x2 x-2 х-2 x2 x—2 x2 x—2 
-3-4--1 
Opdracht 3  Leidrekenregel4 af uit de rekenregels 2 en 3. Bedenk hierbij dat 
f(x) — g(x) = f(x) + C1) - g(x). 
Rekenregels 5 Bijhetvermenigvuldigen van de functies f(x) en g(x) geldt voor 


de limiet: 


lim (f(x) - oe = lim f(x) - lim g(x) 


xa xa 


op voorwaarde dat deze limieten bestaan. 


6 Bijhetdelen van de functies f(x) en g(x) geldt voor de limiet: 
f(x) д, "o 
lim Ate 
xa (g(X) lim g(x) 


Xa 


op voorwaarde dat deze limieten bestaan en lim g(x) + 0. 
х ~» а 


Voorbeeld 1.32 


х2-х- 2 
Als gegeven is dat lim 


—3 (zie voorbeeld 1.27) en 
x22 x-2 


lim = 4, dan geldt: 
x22 X— 
х2-х-2 x?—-4 x?—x-2 x?- 
lim - lim im =3.4=12 
im | х-2 zs lim | x—-2 | x2 P | 
| ECKE EIERE 
Vraagstukken 1.81 — Alsgegevenisdat lim ER T. bereken dan: 
хәл Ei 
| x? +2x?—3x 5 X? 4 2x? — Зх 
a — E, 
KN iss Em (3 — 1)(x4- 1) 
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А x3—x—1 
1.82 . Alsgegevenisdat lim | ——————— 1 en 
х XX 6 


2.0 x*-2x«1 
lim | —— = 0, bereken dan: 
EE x—1 
| 10x? — 10x- 10 , x2—2x-r1 
1 ——————————ES H EN 
e х?+х+6 > ECH 5x—5 
x2—x-—2 


1.83 Bepaal met de tabelmethode lim 
x2 х – 


. Bereken daarna dezelfde limiet door 
х2—х—2 


х—2 
lim ESO 55 te berekenen met behulp van rekenregel 6 en de gegevens uit 


voorbeeld 1.32. 


1.3.3 Enkele veel voorkomende limieten 


In deze paragraaf willen we de berekeningswijze van enkele limiettypen op een 
rij zetten. Met sommige heb je al kennisgemaakt, met enkele andere nog niet. 


Als x willekeurig groot en onbegrensd of negatief en onbegrensd wordt 


1 1 1 
gekozen, nadert — tot nul. Dus we begrijpen dat lim = = lim e 0. 
X x же X х= - ә X 
1 1 
Om dezelfde reden geldt оок: lim — = lim — =0 
xt X^ Xe X^ 


Algemeen geldt: 


lim — —0 voor а inR* 
xe 


х + о 


Als а = 1 zien we de juistheid hiervan gemakkelijk in. Maar ook als 0«a«1, 
neemt х“ nog altijd onbegrensd toe als x willekeurig groter en onbegrensd 


1 
wordt gekozen en nadert — dus tot nul. 
xe 


1 
Opdracht 4 Toon met behulp van een tabel de juistheid van lim — =0 aan voor a = 0,1. 


х + се 
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uitdelen van een factor 
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Limieten van quotiénten met veeltermen in teller en noemer, waarbij xtot a 
nadert 


Het gaat hier om limieten van de soort: 
И а х" + арх" +... +40 
іт 

RENDEN Dt. + bg 


waarbij het invullen van x = а leidt tot de problematische onbepaalde 
vorm 9. 


Een voorbeeld van dit type is: 
x? — 8x + 12 


x2 2x?-8 


Bij invullen van х = 2 ontstaat de onbepaalde vorm $. 
Blijkbaar is x= 2 zowel nulpunt van de uitdrukking x? — 8х + 12 (de teller) 


als van de uitdrukking 2x? – 8 (de noemer). Dit betekent dat zowel teller als 


noemer ontbindbaar zijn en dat er in de ontbindingen een factor (х 2) 

moet voorkomen. Ontbinden in factoren geeft: 

" x?—8x*12 .— — (x-2)x—6) 
im ——7,——— = lim. ——— — ——— 

у x2 —8 x22 2(x — 2)(х + 2) 


Omdat x alleen nadert tot 2 en niet gelijk wordt aan 2, mogen we in teller en 
noemer delen door de factor x — 2 en kunnen we vervolgens x = 2 invullen in 


de resterende breuk: 

M x-8x412- m (x — 2)(x — 6) ED. (x — 6) 4 
x22  2x?—8 EEZ (I 0)( 2) x52 2(х +2) 8 
We geven nog een paar voorbeelden. 


N 


Voorbeeld 1.33 


x? +1 
Gevraagd wordt: lim 


x -1 X)-RAx?- 7x 4-4 


Invullen van x= –1 leidt weer tot 9, zodat we weten dat zowel teller als noe- 
mer de factor x + 1 bevatten. Om derde- en hogeregraads veeltermen zo mo- 


gelijk te kunnen ontbinden, gebruiken we staartdelingen: 


GEAR EREM Wäisse 
X3 +x? 
-x? +1 
-х?—х 
X+1 
х+1 
0 


vina 2 gm pa BERE И 


worteltruc 


х+1 f x3? 4x? 7x - 4 V x? 3x4 
хз х? 

Зх2 px 

3x? + 3x 

Ax--4 

4х +4 


0 


Ма deze staartdelingen ontstaat dus: 


: x31 (х + D(x? 2 x 4 1) 
lin = ——————— en н 
x—-1 Х?+4х°+7х+4 х—-1 (x4 1)(х2 +3х + 4) 


x2-—»x-p1 3 
= lim ———— 
XS SIX 213x434 2 


Voorbeeld 1.34 
G d wordt: li Ce 
evraagd wordt: lim —————— 
S x>5 /х+31-6 


Ook hier leidt invullen van x = 5 weer tot 9. Om via een ontbinding weer iets 
te bereiken, passen we een list toe, de worteltruc: 


Г х—5 Т x-5 JXx-- 31-6 
rema —— у? гыс л 
xs /Хх4-31—6. х5 9 / X523 15-30 RIENG 


m (x — TT 
= li 

x5 (+31) -62 

(x — S)(J x +31 +6) 


AURORA TENEO 


See Әла 0) DES 31 +6) 


= іт /X+31+6=12 
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Opdracht 5 Geef aan voor welke waarde van x de volgende functies niet bestaan en onderzoek met 
behulp van limieten het gedrag van deze functies in de buurt van die gevonden 


х-ууаагае(п). 
к) х- 3 d д x—3 
a f(x) = X) = ————— 
x?-9 VEE 
x? — 25 X+ 74—9 
b (х= E 
Dat SÉIS 7 
` 4x?—] 6f 2x3 + х2 + 11x— 6 
kee? ET теа 


Limieten van quotiënten met veeltermen in teller en noemer, 
waarbij x tot cc nadert 
Hier gaat het om limieten van de soort: 


ZS Gg te Ag 
xe D4X" 4 b, 1X7! 4... bg 


waarbij het invullen van de grenswaarde leidt tot de onbepaalde vorm 2. 
Een voorbeeld van dit type is: 


3x?—4x45 
lim. ————— — 
x» 2х? + 7х -3 


delen door de We lossen het probleem op door de teller en de noemer te delen door de 
hoogste macht hoogste macht van x (dus hier door x?). We krijgen dan: 
E 4e r5 
A Eu 
. o 3x?-4x 5 NT 3 
Wm cm =- 
x>- 2x? 7x -3 X о 7 3 2 
2+ - – TA 
х2, 


Је ziet met deze aanpak duidelijk dat het gedrag van de functie voor grote 


B2 


ER 


waarden van x uiteindelijk bepaald wordt door 


Opdracht 6  Bewering: het uiteindelijke antwoord is verkregen door ten minste de rekenregels 6, 3, 
1 en 2 toe te passen. Is deze bewering juist? 


| 
і 
| 
[ 
i 
| 
| 
| 
| 
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d ЗАБ 


Opdracht 


Standaardlimiet 


We geven nog een voorbeeld. 


Voorbeeld 1.35 


Gevraagd wordt: lim 
x /х%?+1+ Je xx 


De hoogste macht van x is x!, we gaan dus delen door x (kijk goed wat er 
onder de worteltekens gebeurt!): 


S Seele 


De teller en noemer zijn door x gedeeld; onder het wortelteken moet dan 
door x? worden gedeeld. 


3x 
Hi ien dat het ged an deze functie bepaald dt doo 5 
ier zien we da gedrag van deze functie bep: wor r qua 


Onderzoek de volgende functies voor grote waarden van x, y, z en t. 


ааа i quocl 
-x^45 SES 
2 
e ES 
Ку) = ES ren en 
2 y 
10z 


Veel limieten waarin goniometri- 

sche verhoudingen voorkomen, 

bepalen we met behulp van de 

volgende twee standaardlimieten: 
20 Sin tan 

Wen 01 Gl ип =1 

x—0 Xx x0 Xx 


Hierbij moet x in radialen zijn 
uitgedrukt. We bewijzen deze 
limieten niet. Aan de hand van 
figuur 1.33 is wel in te zien dat 
deze limieten correct zijn: in de 
buurt van x — 0 komen de grafie- 
ken van de functies f(x) x, 

g(x) = sin x en h(x) = tan x steeds 
dichter bij elkaar. Ze gaan onder 
dezelfde hoek door de oorsprong. 
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_ а 


Definitie 
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We geven een paar voorbeelden van hoe je deze standaardlimieten gebruiken 
kan. 


Voorbeeld 1.36 
sin 3x 


Gevraagd wordt: lim 


x0 


Invullen van x = 0 leidt tot de onbepaalde vorm 9. Nader onderzoek is 


sin x 
dus geboden. Om de standaardlimiet lim —— = 1 te kunnen gebruiken, 
x0 X 
stellen we 3x = p. Als we bedenken dat p nadert tot nul als x nadert tot nul en 
we gebruiken rekenregel 1, kunnen we schrijven: 


sin 3x sin p sin p 
lim = lim rm del A 
x0 X po ap poo D 


Voorbeeld 1.37 


(Ek 
Gevraagd wordt: lim 
x0 X 


LE tan 
Om de standaardlimiet lim 
x—0 X 


= 1 te kunnen gebruiken, stellen we 3x 7f 


In de uitwerking maken we gebruik van rekenregel 1: 


mutans tan vo m3 tanp 3 3 
li = lim =—. |і EE — 
х0 x PSOne S. ро р 5 5 
Opmerking: 


Uit voorbeelden 1.36 en 1.37 is eenvoudig af te leiden dat algemener geldt: 


„біп (ax) d 
lim —— — 1 en lim 
vn ах x—0 ах 


tan (ах) 


(Tip: stel ax — p.) 


Voorbeeld 1.38 
sin? 2x 


Gevraagd wordt: li 
8 SE tan? 3x 


In de uitwerking maken we gebruik van beide standaardlimieten. 
We gebruiken de substituties 2x = p en 3x = деп de rekenregels 1 en 4: 


sin?(2x) . sin2x sin2x Зх 3x 4 
im ————-lim ee 
хо tan? (3x) x5o 2х 2x  tan3x tan3x 9 
T sin 2x " sin 2x T 3x 7 3x 4 
E D D m K .— 
NS 2x SE 2x RS tan 3x E tan3x 9 
4 
(9 


ти: 


Opdracht 8 Onderzoek de volgende functies in x = 0 respectievelijk ф = 0. 


Sea sin 5x 4 tan? (2x) 
x)= = 
3x fx) 3x? 
tan 2x tan? (2x) 
b х) = е == 
Дуру f) = КОДУ) 
tan } х Cos? o — sin? e 
с Қ) = —2 f Ro =— 
sin 2x COS? o + sin? © 


n- = 


qn 
Limieten van hettype lim ( - ` 


ап 
Als we in de uitdrukking (: + 3 steeds groter wordende waarden voor n 
n 


pan 
invullen, dan merken we dat (: + zl niet 1 wordt, maar ook niet onein- 
n 


dig groot. We krijgen hier te maken met de onbepaalde vorm 1 ^. Om te 
laten zien wat er met het speciale geval p = д = 1 gebeurt schrijven we 


1 n 
allereerst ( + d uit met behulp van het binomium van Newton 
n 


1 
(zie leereenheid 1.2) meta = len р = ~: 
n 


INA оп INE 
1 1 S ]"-* em 
ODE TEL 


Ш 

- 
М = 
o 
-ETNA 
х 3 
noa 


1\1 n(n=1) /1\2 n(n-1)\(n-2) CIA? 
ZEE 2! IE 3! "all 2 


. + 
| п 3! n? 
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het getale 
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Dus: 


il n 
lim ( 2 
noe n 


WS 1 " п-п 1 " n? 3n? + 2n " JE 
=1+1+—. lim ———--—.- lim —— ——— ——— +... + lim m 
Al ncc Hf l| mae. n? nie kt 
1 
=1+1+—+;— +... ad infinitum 


21 31 


De eerste elf termen leveren als som: 


1 1 
RO uc КО go 2,718282... 


1 
Veel groter zal de uiteindelijke som niet worden, omdat de termen — zeer 
n! 
1 п 
snel erg klein worden. De uitkomst уап lim E + sl in twaalf decimalen 
n= = n 


is 2,718281828459. De werkelijke uitkomst is een niet-rationaal getal dat e 
wordt genoemd, met andere woorden: 


Het bestaan van deze limiet werd al in 1618 aangetoond door de Engelsman 
W. Oughtred, dezelfde die in 1622 de rekenliniaal uitvond. 


1 
De limietuitdrukking voor e kan door substitutie van – = p ook geschreven 
worden als: n 


lim (1+р)^=е 

р—›0 

Met behulp van [1] еп [2] kunnen we heel wat limieten bepalen. We geven 
twee voorbeelden. 


Voorbeeld 1.39 1 
Bepaal lim (1+ 3х)2. 
х0 


Oplossing: 


2 i8 
Stel 3x =p, danis 2x -— ec ijgen: 
el 3x — p, dan is 2x ЗР еп 2x" 2p We krijgen 


1 3 13 
lim (1+3х)®= lim (1+ р)22 lim {(1 +p) ¥ =e 
po po 


x0 


Opdracht 


Vraagstukken 


1.84 


Voorbeeld 1.40 


3 2x 
Bepaal lim E +) : 


X— € 


Oplossing: 


$ 
Stel aer dan is x = 3n en 2x = бп. We krijgen: 


3 2x 1 6n 
lim (1+5) = lim (1+5) 
х—› = X n e n 


(E 


Opmerking: Om de antwoorden van de volgende opdrachten/vraagstukken 
zelf te controleren is het handig een computerprogramma te gebruiken. 
Raadpleeg de commando's in paragraaf 1.3.5. 


Bereken de volgende limieten en controleer zo mogelijk de uitkomsten. 


2 x 
lim (1+5) 
хе X 


lim (1-- @)?° (pas op!) 


pe 


KE 
lim ( +7) 
бә = t 


Als afsluiting van deze paragraaf geven we een aantal vraagstukken over de 
verschillende typen limieten die we hiervóór besproken hebben. 


Bereken de volgende limieten en controleer zo mogelijk de uitkomsten. 


1 — 3x2 
lim 


x*2*3xAx* 


. Q2-h?-4 
lim —————— 


x—0 3x 


$$ + 25? 


. . u?-2u«1 
lim RETE VIE 
u21 и2– 3и+ 2 


sin (1x) 


lim 


Art es 3 


+ 
lim (1+5х)^ 


x0 
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Isaac Newton (1642-1727) 


Het limietbegrip is de basis van de differentiaal- 
en integraalrekening, zoals we zullen gaan zien. 
Dat wil echter niet zeggen dat in de begin- 
periode van de differentiaalrekening het gebruik 
van limieten altijd even zorgvuldig was. 

De ontdekkers van de differentiaalrekening had- 
den meer oog voor de verbluffende resultaten 
dan voor de strenge wiskundige bewijzen ervan. 
Natuurlijk heeft Newton, als één van de ontdek- 
kers van de differentiaalrekening, een omschrij- 
ving van limieten gegeven. In zijn beroemde 
boek Principia schrijft hij: ‘Grootheden en de 
verhoudingen van grootheden die in een wille- 
keurig eindig tijdsverloop ononderbroken naar 
gelijkheid streven en die voor het einde van dit 
tijdsverloop elkaar benaderen tot op een wille- 
keurig van tevoren gegeven bedrag, worden ten 
slotte gelijk.” 

Wij hanteren in dit boek overigens het moderne 
19de-eeuwse limietbegrip. 

Newton is waarschijnlijk één van de grootste 
geleerden die ooit heeft geleefd. Hij werd in 
1642 uit zeer eenvoudige ouders geboren. Hij 
publiceerde, zij het steeds geruime tijd na zijn 
werkelijke ontdekkingen, over wiskunde, mecha- 
nica, gravitatietheorie, chemie, warmteleer en 
optica, maar ook veel over historische en theolo- 
gische onderwerpen. Hij kon dagenlang 18 tot 
19 uur per dag werken en zich lange tijd achter- 
een concentreren, wat overigens weer aardige 
anekdotes over zijn verstrooidheid opleverde. 
Van zijn wiskundige vindingen zijn vooral be- 
kend de differentiaalrekening (die hij fluxiereke- 
ning noemde), de theorie over reeksen (beide 
onderwerpen uit hoofdstuk 2), zijn binomium 
(a+ b)*, dat hij ook voor x in Q afleidde (zie leer- 
eenheid 1.4) en de onderzoekingen naar eigen- 
schappen van krommen van het type 


у? = ax? + bx? + сх+ d 
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Om onduidelijke redenen was hij een bestrijder 
van de ideeën van Descartes; waarschijnlijk la- 
gen hier vooral theologische geschilpunten aan 
ten grondslag. Newtons opvattingen over de 
aard van het licht (deeltjeskarakter) werden door 
Christiaan Huygens (golfkarakter) met succes 
bestreden. Later is Newton in het gelijkgesteld 
door Einstein (foto-elektrisch effect). 

Newton was tijdens zijn leven al zeer beroemd 
en welgesteld. Hij is in 1727 in Londen overle- 
den en begraven. Zijn graf in Westminster Abbey 
is nog steeds te bezichtigen. 

Na zijn dood komt de stormachtige ontwikke- 
ling van de wiskunde in Engeland voor meer dan 
100 jaar tot stilstand. 

De ideeén van Newton zijn in Nederland voor 
het eerst gedoceerd door de geniale, veelzijdige 
Willem Jacob 's-Gravesande (1688-1 742). Zelfs 
Newton, die hem in 1715 in Londen ontmoette, 
was onder de indruk van het scherpe verstand 


van 's-Gravesande. Mede op aandrang van Newton 


werd hem in 1717 een professoraat verleend. 
Voltaire kwam in 1737 naar Nederland met het 
verzoek aan 's-Gravesande de ideeën van New- 
ton te propageren. 


1.85 


1.86 


G3 1.87 


Bereken de volgende limieten en controleer zo mogelijk de uitkomsten. 


J1 +x? 


х 
N 
3 
х 


х» — = х s Шш 5 
Pa 
х 
J5 +һ- Js Ix- 1| 
lim f lim 
һо h xt1 x^-1 
sin |2x EST 
lim EZ g | И 
хіо х yn |y +y 
25 E» 
lim xtan (5) h lim (1-р)? 
x— e Xx pio 
Bereken de volgende limieten: 

d x+9-5 d i ЗМ 
m = +- 
e x—16 Eus ( H 
; x—a ERO) т x3 25х 

im —=—= а> e lim 

х-» а Jx- Ja x5 5—x 

2 (х+1)+—-1 х—4 
Шы f lim 

x0 A х4 х/х 2х 


Controleer met ееп computeralgebrapakket де antwoorden van opdracht 5d en 5e, 
8a tot en met 8e en de voorbeelden 1.39 en 1.40. 
1.3.4 Limieten van reeksen 


In leereenheid 1.2 hebben we kennisgemaakt met de begrippen rij en reeks. 
We hebben bijvoorbeeld geleerd dat 


ELE TUUS EPIS mee We berekenen nu ook nog: 
тү? 
3: We KE 1-0) 
Тав Те UC eg = 1,984375 
en 
eU u- i (ECK 
Р е тей зэ e A 1-1 = 1,9921875 


en vragen ons af hoeveel de uitkomst nog groter wordt als we nog meer ter- 
men gaan meenemen. In deze paragraaf volgt hier een antwoord op. 


Als иу, U3, из, ... de termen zijn van een willekeurige rij и, dan is s, gedefini- 


eerd door s, — >, u,, de reeks die hoort bij и. 
к= 1 
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XD 
adinfinitum = lim s, 


п = 
dim s, 
пэ = 
= Als lim s, bestaat, wil dat zeggen dat lim s, gelijk is aan een zeker getal 
nr en п» e 


(dus niet eo) en heet de reeks convergent. In het andere geval heet de reeks 
divergent. We beperken ons hier tot de reeksen van meetkundige rijen. Een 
meetkundige rij is voor te stellen als: 


1 
e 
" 

[ 


a, ac, aC?, ac?,... (aen cin К) 


Een uitdrukking voor de termen s, van de reeks s (de som van de eerste n 
termen van de meetkundige rij) vonden we in leereenheid 1.2: 


1-с" 
DCH 
4 1-c | 
10 Hoegrootis lim c^ als c 1 ofals c< —1? 
no» en | 
1-с” 
Als lim s, bestaat, dan moet lim a bestaan. Dit is het geval als 
n= en n- = =g 


lim c" bestaat, dusals —1<с< 1. Indatgevalis lim c”=0 en geldt: 


n= c n= € 
г z Sc Иа 
us XMa.c*!- lim a =— 
kel x D n= = 1-c =G 
a 
Samengevat: а +ас+ ас? +... = SC als-1«c«1 
EG 


| meetkundige rij met a = 1 en 
Rss? j 


* 


Opdracht 


Vraagstukken 


11 


1.88 


1.89 


1.90 


1.91 


1.92 


Voorbeeld 1.42 


We berekenen: 1 ^24 4-8-... 


Oplossing: 


De getallen 1, 2, 4, 8, … 


с= 2. 


De som is oneindig groot, want: 


кзз Дак an le 
Kun 


= lim 


n- = 


= e (wantc> 1) 


zijn termen van een meetkundige rij met a = 1 en 


Ga na of de reeks behorende bij de rij 1, –1, 3, —7;, ... convergent is. Zo ja, 


bepaal dan lim 59; 


2 2. ЭЖ? 
Gebees Kee Keser 
3289 102/2281 


6 6 6 6 


б==+ t 
51725 125 695 
ZUM ig 
ln i ZE YE) 


16 32 
TERI 


ES 
Гр” 


е Белль! B 


1 
3 


+ 


1 
9° 


VOS 


Voor welke waarden van x convergeren de volgende meetkundige reeksen? 


1+х+х?+х?+... 


1 + (х= 1) + (x— 1)? + (x— 1)? +... 


Ien egte im 


d 24 


8 


+5 + 
x-1 (х= 1)2 


16 


PEN 


Geef van de reeksen uit vraagstuk 1.89 steeds de som, uitgedrukt in x. 


E | ПЕТ Те 
epaal (злу уно 


5. 19 65 
= ipm 
6 35" 21 FG” 1296 7776 


verschil van twee getallen. 


1 
Bepaal = + = 


e 1 +sin X+ sin? x + sin? x+... 


. Aanwijzing: schrijf elke term als een 
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1.3.5 Berekenen van limieten met computeralgebra 


Limietproblemen kunnen met computeralgebrapakketten worden beschre- 
ven en opgelost. In paragraaf 1.3.3 hebben we voor een viertal limiettypen 
aangegeven hoe de berekeningswijze verloopt. Voor deze vier, maar ook voor 
andere limiettypen kan een computeralgebrapakket goede diensten bewij- 
zen. De verschillende limietuitdrukkingen in Derive, Maple en Mathematica 
zien er als volgt uit: 


Derive Maple Mathematica 
lim f(x)  rzM(f(x),x,a) limit(f(x),x-a); Limit[f(x),x-»a] 
Ard 
Hm f(x) LIM(f(x),x,a,1) limit (f(x),x=a, right); Limit[f(x),x-»a,Direction-»1] 
xa 
lim f(x) DLIM(£f(x),x,a,-1) limit(f(x),x=a,left); Limit [f(x),x-»a,Direction-»-1] 
xla 
lim f(x) Litti, e, inf) limit(f(x),x-infinity); Limit[f(x),x->Infinity] 
Xp = 


lim f(x)  rrM(f(G0),x,-inf)  1imit(f(x),x--infinity);  Limit[f(x),x-»-Infinity] 


хә — == 


Vraagstukken 1.93 


1.94 


1.95 
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In deze pakketten worden lim en lim doorrespectievelijk lim en 
lim aangegeven. ША EG SEQ 


x> a- 


Bepaal met een computerprogramma en beredeneer de juistheid van de antwoorden: 


л L x—-2 

lim 10* d lim 

хе x42 |x— 2] 
al t 

lim 10* e lim — 

XC Eie. 925 9) 

lim 10 


X —> – = 


Bepaal met een computerprogramma en beredeneer de juistheid van de antwoorden: 


t sin |x 
lim x? + - 5? с lim ix 


x = хіо х 


х 
lim —— d lim e* 
x0 COSX X va 


Bepaal met een computerprogramma de volgende limieten en beredeneer de uitkom- 
sten: 


1 
ЛЕ тох 1 — cos? (2x 
linn CH c lim Le 
хіо 14 10* x50 xsin (2x) 
1 
EE 02 К 
lim Y d lim 3" 
хто 1+10* кто 


1.96 


1.97 


1.98 


1.99 


Bepaal met een computerprogramma: 


nal I 
lim ( EN ) c lim /x2+3x -x 
. sin (x4 А) —sin x 
lim Fc e pA d lim Jx?-3x -x 
h—0 Kb en 


Bereken desom 1 — } + 1 — à +... met behulp van een computerprogramma zo 


dat gestopt wordt als de absolute waarde van een term kleiner wordt dan 0,5 · 10-1. 


Bepaal met behulp van een computerprogramma bij verschillende waarden van a de 
uitkomst van de volgende limieten. ‘Raad’ op grond van de getalsmatige antwoorden 
het algemene antwoord uitgedrukt in a. ‘Weet’ het computeralgebrapakket ook het 
algemene antwoord? 


a*—1 


lim Jas -- a) — x b lim 
x x20 X 


In leereenheid 1.2 kwam een rij ter sprake die genoemd is naar Leonardo van Pisa, ook 
wel bekend onder de naam Fibonacci. Deze rij werd als volgt vastgelegd: 
u, =1,u,=1 
U, = и. + Ui 
Un = Han + и, > voorn = 4, 5,6, ... 
Deze rij komt op tal van vaak onverwachte plaatsen voor in de wiskunde en de natuur: 
getaltheorie, optimaliseringstheorie, respectievelijk groeiwijzen van bloemen en plan- 
ten, enzovoort. In het volgende zullen we een aantal facetten van deze rij bestuderen. 
Maak minstens 25 termen van deze rij. (Zie de aanwijzing aan het eind van dit vraag- 
stuk.) 
Bereken de termen van de nieuwe rij: 

Uz us U4 Hoch 


oz ‚ h= ‚ bs Sege es 
и, и; us Un 


Wat valt je op aan de waarden van de nieuwe rij getallen? 
Als we het linker- en rechterlid van de definiérende formule u, = и, , + и, > delen 


1 


door u, , dan krijgen we: t, = 1 + 
n-2 

Als we aannemen dat t, nadert tot t wanneer n nadert tot oneindig, dan naderen Ё, 1 

en t, > ook tot t. In de limiet geldt dus: 


1 
t=1+- 
t 


Bepaal t door deze uit de laatste vergelijking op te lossen en vergelijk de gevonden 
waarde(n) met die uit vraag b. 


u 
Bepaal nu zelf de limiet s van de rij 5, = 77 —— Аг . Watis het verband tussen s en t? 
n4 


Wat zou volgens jou de waarde van ug moeten zijn? Wat vinden we dan voor u, u 7, 
U. 4, enzovoort? 

Bepaal het aantal cijfers van de Fibonacci-getallen U10, Отоо, Чтооо, enzovoort. 

Maak een rij volgens hetzelfde recept als de rij van Fibonacci, maar neem andere 
beginwaarden voor и, en Us, Wat wordt nu in de limietsituatie de verhouding van 
twee opeenvolgende termen uit de rij? 
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Aanwijzing: 

De Fibonacci-getallen zijn kennelijk zo belangrijk, dat er in de computeralgebra- 
pakketten een functie voor is gemaakt. In Derive en Maple moeten we eerst een 
module inladen voordat de functie Fibonacci (n) beschikbaar is. 


Derive Transfer, Load, Derive, number . mth 

Fibonacci (10) geeft: 55 
Maple with(combinat): fibonacci(15) geeft: 610 
Mathematica | Fibonacci[20] geeft: 6765 


1.100 In een tank bevindt zich 6000 liter pekel met daarin 400 kg zout. Men laat 15 liter wa- 
ter per minuut de tank instromen, terwijl er evenveel pekel uitstroomt. Er wordt steeds 
goed geroerd. Hoe neemt de hoeveelheid zout in de pekel af? 


We gaan het vraagstuk met een computerprogramma uitwerken. In Excel ziet dat er 
bijvoorbeeld als volgt uit: 


Beginhoeveelheid kg zout 
Beginhoeveelheid liter pekel 6000 
Liter uitstroom aan pekel 15 
per minuut 


0,9975 
0,995006 
0,992519 


а Voorgaande situatie is een typisch geval van een continu proces. Bij de opzet van de 
tabel is men dit continue proces gaan benaderen door te onderzoeken hoeveel zout er 


per minuut wordt afgevoerd op tijdstip t‚. Verklaar uitgaande van deze benadering de 
verschillende formules. 


b Maak de tabel af tot en met t = 20 minuten. 
€ Erverdwijnt per minuut steeds minder zout uit de tank. Bereken met hoeveel procent 
de hoeveelheid zout per minuut vermindert. Wat valt je op aan de percentages? 


d Als А de hoeveelheid zout is in kg na n minuten, geef dan een formule voor de recur- 
rente betrekking tussen R, en R, ,. 


1.101 Inde praktijksituatie van deze leereenheid hebben we aangekondigd het getal te 
gaan benaderen in 10 decimalen nauwkeurig met gebruikmaking van de omtrek van 


1 
regelmatige veelhoeken. We gaan uit van een cirkel met straal В = 2: De hoekpunten 


van de regelmatige veelhoek liggen steeds op de omtrek van deze cirkel. De omtrek 
van de cirkel is 27 = т. We starten met een regelmatige veelhoek met vier zijden: 
een vierkant. 
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T 
Toon aan dat de omtrek van dit vierkant gelijk is aan 4 - sin DI 
т 
Toon aan dat de omtrek van een regelmatige vijfhoek gelijk is аап 5 - sin z) en van 
т 
een regelmatige N-hoek №. sin (5) 


Маак (bijvoorbeeld in Excel) ееп tabel met de kolommen: 
N — aantal hoekpunten 


N - sin (5) = omtrek regelmatige veelhoek = т 


т 


т — №. am (5) = afwijking van benadering van т 


Neem voor N achtereenvolgens 4, 5, 6, ..., 20. Wat is de nauwkeurigheid van de bena- 
dering bij N = 20? 

Neem voor N de rij 4, 8, 16, 32, ..., 262144. Wat is de grootste nauwkeurigheid? 
Onderzoek bij welke waarde van N de nauwkeurigheid van twaalf cijfers achter de 
komma gehaald wordt (misschien moet je het getalsformaat van de cellen eerst 
instellen op dertien cijfers achter de komma). 


Opmerking : 
Goed beschouwd zijn we hier onhandig bezig. Voor het bepalen van benaderingen 


т 
voor т maken we gebruik van т zelf, namelijk bij het berekenen van vr 


In Excel is тт (dat wil zeggen PI ( ) ) maar tot veertien cijfers achter de komma nauw- 
keurig aanwezig. Met de gevolgde methode kan т dus nooit nauwkeuriger dan dit 
bepaald worden. Wil je dat wel, dan moet je een methode bedenken die geen gebruik- 
maakt van т zelf (zie leereenheid 0.3, vraagstuk 7 van de toets). 
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| 
d 


1.3.6 Continuiteit 


Eenvoudig gezegd komt het erop neer dat een functie in een bepaald interval 
continu is, indien we haar grafiek in dat interval kunnen tekenen zonder 
onze pen van het papier te lichten. De functie uit figuur 1.35 is dus continu 
in het getekende interval (en ook daarbuiten!), de functie uit figuur 1.36 ech- 
ter vertoont een discontinuïteit in het punt x = -2. De strenge definities van 
continuiteit en discontinuiteit van een functie in een punt a luiden als volgt: 


Figuur 1.35 Grafiek van 0 = 
Г 37i x?) (x in [0,1]) 
« 3z(xin (1,3) 


| 


r (Ax — x?) (x in (3,4]) 


parabool- 
delen 


Definitie 


De functie f heet continu in х= aindien lim f(x)= f(a). 
Dit stemt overeen met onze inleiding, wantals lim f(x)= f(a), dan is de 
A hd 
grenswaarde van f(x) gelijk aan de functiewaarde f(a) en zal de grafiek van f 
in a doorlopen. 
Definitie E De functie f heet discontinu in х 5 aindien lim f(x) = f(a). 


Xa 


De grenswaarde is nu niet de functiewaarde, de grafiek maakt een sprong of 
heeft een gaatje. 


We kennen verschillende soorten discontinuiteiten, namelijk (zie figuur 1.37): 
1 de ophefbare discontinuïteit in x= a 

2 de sprongdiscontinuïteit in х = а 

З de oneindige discontinuïteit in x = a 


We bekijken elk van deze typen apart. 
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Opdracht 


Ophefbare discontinuiteit in x — a 
Bij de ophefbare discontinuïteit is de rechterlimiet van f(x) in x = a gelijk 
aan de linkerlimiet in х = a, terwijl f(a) daaraan niet gelijk is. Dus: 


lim f(x) Dm f(x) # f(a) 

xTa xla 

We kunnen deze discontinuïteit opheffen door een apart functievoorschrift 
voor x = а te definiëren: 


f(a) = lim f(x) 


xa 


Voorbeeld 1.43 
Beschouw de functie 
x) 2(x? — 1) 
x) = ——— 
f x-1 
We zien: 


lim (х) = іта f(x) * f(1) 
xT1 xi1 


De functiewaarde f(1) bestaat 
niet. We kunnen de discontinui- 
teit bij x= 1 opheffen door apart 
te definiëren: f(1) = 4 (zie ook 
figuur 1.38). 


x^—-x-2 
12 Hoe kunnen we de discontinuïteit van de functie f(x) = LEE opheffen? 
Hoe groot moet f(2) dan zijn? 
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Opdracht 


Opdracht 
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13 


14 


Sprongdiscontinuiteit in x = a 
Een functie f vertoont een sprongdiscontinuiteit in x = a indien de rechter- 


en de linkerlimiet van f(x) in x = a wel bestaan, maar niet gelijk zijn aan 
elkaar. Dus: 


sim f(x) + іт f(x) = m 


xla 


Voor het geval dat de functiewaarde f(a) bestaat kunnen we nog opmerken: 
1 Als lim f(x) = f(a), dan heet f links-continu in x = a. 
xTa 


2 Als lim f(x) = f(a), dan heet f rechts-continu in x = a. 
xda 


Voorbeeld 1.44 


x 
De functie f(x)-2 — is Figuur 1.39 lim f(x) = —1 en lim f(x) = 1 
|х x10 xi0 
E Soo 7o — 
discontinu in x = 0, immers hoe 
we f(0) ook definiéren, steeds 


geldt ү 
lim f(x) 21 en lim f(x) = –1. 
x40 xTO 2 - fix) = & 
De grafiek van f vertoont bij La 
х = een sprong ter grootte 2: —— —- e, d 
f(0) bestaat niet. Zie ook figuur STO 2 3 X 
1.39. 

22 

х? – 

Hoe groot is de sprong in de grafiek van de functie f(x) = mm ? 


De oneindige discontinuïteit in x = a 


Indien het verschil tussen de linker- respectievelijk rechterfunctiewaarde van 
een functie rond х = a boven alle grenzen uitstijgt, of minder zorgvuldig ge: 
zegd ‘oneindig’ is, spreekt men van een oneindige discontinuïteit. 


Voorbeeld 1.45 


x? 
Beschouw de functie f(x) = 5 


m ГО) = = De grafiek van f heeft bij x= 1 een oneindige discontinuïteit, 
x41 


f(1) bestaat niet. 


. Wezien: lim f(x) = —»» en 
1 xT1 


Teken de grafiek van f(x) uit voorbeeld 1.45. Welk begrip kun je in verband brengen 
met de oneindige discontinuïteit in x = 12 


Vraagstukken 1.102 


1.103 a 


1.104 


Bereken lim f(x) en lim f(x) van f en geef het type discontinuiteit als 
xi-2 xT-2 


x? 


WOE: 


sin x 
Schets op [-т, т] de grafiek van Ё(х) = —— , behalve voor x = 0. 
X 


Welk type discontinuiteit vertoont f in x = 0? 


x—2 
Onderzoek de functie f(x) = 


= , хіп R op discontinuiteiten. 
xX*-x—6 


Samenvatting 


In deze leereenheid hebben we gezien hoe we functies moeten bestuderen in 
de buurt van punten waar een functie niet bestaat. Hiervoor is het limiet- 
begrip geintroduceerd. De tabelmethode is hierbij een manier om een indruk 
te krijgen van wat een functiewaarde doet in de buurt van een punt buiten 
het domein. Daarnaast hebben we geleerd dat er standaardlimieten zijn en 
dat er enkele methoden zijn om met behulp van deze standaardlimieten 
limietberekeningen uit te voeren. Met één van deze limieten hebben we de 
herkomst van het getal e verklaard. 

Met behulp van het limietbegrip hebben we vervolgens vastgelegd wat we 
verstaan onder een continue functie en hebben we kennisgemaakt met en- 
kele soorten discontinuiteiten. 


Toets 

Bereken: 

F x?+x—2 | tan 2x - sin 5x 

с lim ———2——— 

SEN Ai х x0 18x? 
3х3 – 5х + 1 -. J429-x —5 

lim d lim 

msc Cay XSA x—4 


Gegeven: lim 
x—0 


Bewering: de uitkomst van deze limiet is Ye. Is deze bewering juist? 


2 
x* — 4x anis 
Bewering: lim ——————À7 = /— «e ^. Is deze bewering juist? 
хіт X? 4x - 3 
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4 Bewering: 


Vp*x4p* s УР (+ 
р 


lim 


pio pio D 
E Jp? Jp+4 _, =P BCEE? 
Орто р pto p 
= іт —/р+4=—2 
рТо 


Is deze bewering juist? 


2 2 2 2 
5 Bewering:2 — —= + 2 — —74 + = — —7 +... isdivergent. 
3 JD ETEN 3 
Is deze bewering juist? 
6 Bewering: 
2 2 2 2 2 = A 
2-- - - о 2.(-- 
2280985701781 ZE 2, ( | 
1 Er 
li Ў 2 De lim 2 MEC 2 
= lim DEE = lim . =2. Е 
d kel 3 pM | 1 4 
=) 3 


Is deze bewering juist? 


X 


7 Gegeven: f(x) = Ie 
1-x? 


Bewering: f heeft één of meer discontinuiteiten op (-1,1). Is deze bewering juist? 


COS X — cot x 
G38 Bepaal met behulp van een computeralgebrapakket lim 


TM 
CE, 
Ka 
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Pereenneic 


& 
Het geschatte aantal 
SBU's voor deze leer- 


eenheid bedraagt 15. 


af 


In wiskundige berekeningen zijn we tot nu toe alleen berekeningen met reéle 
getallen tegengekomen. Maar de verzameling van de reéle getallen is niet 
toereikend om bijvoorbeeld een vergelijking op te lossen zoals x? = —4. Om 
dit soort vergelijkingen toch op te kunnen lossen, breiden we de verzameling 
R uit tot de verzameling C van complexe getallen, waarin dat wel mogelijk is. 
Om deze leereenheid te kunnen doen moet je de oneigenlijke machten, de 
abc-formule en de goniometrie beheersen. Ook het getal e uit leereenheid 1.3 
komt hier tevoorschijn. 
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Praktijksituatie 

Reéle getallen kunnen we ons voorstellen als punten op een rechte lijn. Com- 
plexe getallen, die we meestal aanduiden met de letter z, kunnen we ons — zoals 
we gaan zien — voorstellen als punten van een plat vlak waarin we een recht- 
hoekig coördinatenstelsel kiezen. Op deze wijze kunnen we de niet-reéle op- 
lossingen van bijvoorbeeld tweede- en derdegraads vergelijkingen weergeven. 
Zo zijn de twee oplossingen van z? = -1 en de drie oplossingen van z? = 1 voor 
te stellen als twee respectievelijk drie punten in het X,Y-vlak die op de om- 
trek van een cirkel liggen met middelpunt O en straal 1. Bij de genoemde twee 
vergelijkingen zijn al de oplossingen op één na, niet reëel, dat wil zeggen zij 
liggen niet op de (reële) X-as maar elders in het X,Y-vlak. Zie figuur 1.40 aen 
b. We komen nog uitgebreid terug op vergelijkingen van dit type in paragraaf 
1.4.3. Eerst gaan we leren rekenen met complexe getallen en leren we ook hoe 
ze in het platte vlak kunnen worden weergegeven. 


Figuur 1.40 De typen complexe oplossingen van 


a-z?z-1 b-z3-1 


1.4.1 De verzameling complexe getallen 


De verzameling R van de reële getallen wordt op de volgende manier opge- 

bouwd: 

1 We beginnen met N, de verzameling van de natuurlijke getallen. Dit zijn 
de positieve gehele getallen en het getal nul. 

2 Het optellen van natuurlijke getallen levert altijd weer een natuurlijk ge- 
tal. Bij het aftrekken van natuurlijke getallen is dit niet altijd het geval. 
Als we iets dergelijks wel wensen, moet de verzameling N worden uitge- 
breid. We staan dus negatieve gehele getallen toe en krijgen dan de verza- 
meling van gehele getallen Z. 

3 Optellen en aftrekken van gehele getallen levert altijd weer een geheel 
getal. Ook vergelijkingen zoals 3 + х = 2, met oplossing х = – 5, kunnen 
worden opgelost, maar een vergelijking zoals 3 + 2x — 2 niet. Indien we 
dit ook willen, breiden we de verzameling van gehele getallen uit met 
breuken; we krijgen dan de verzameling van de rationale getallen Q. 

4 Door ten slotte getallen zoals vo) т en e (voorbeelden van irrationale 
getallen) toe te staan krijgen we de verzameling van de reële getallen R. 
Kwadratische vergelijkingen zoals x? = 2 kunnen dan worden opgelost. 


imaginaire eenheid 


Opdrachten 1 


zuiver imaginair getal 


Definitie 


Complex getal 


Reeel deel 
Imaginair deel 


De verzameling R van de reële getallen is echter niet toereikend om iedere 
kwadratische vergelijking op te lossen, zoals x? = –4, omdat het kwadraat 
van een reëel getal nooit —4 kan zijn. Om toch een oplossing te kunnen no- 
teren, definiëren we een nieuw getal waarvan het kwadraat -1 is. Dit denk- 
beeldige of imaginaire getal wordt de imaginaire eenheid genoemd en aange- 
duid met de letter i, dus i? = —1. Met i rekenen we op eenzelfde manier als 
met reële getallen. 


Voorbeelden 1.46 
TIS — 
i$ E (12) = GI ==! 


2 
3 i?-i6.j--1.i--i 
4 


ERE n 


5 De vergelijking x? = —4 kan nu als volgt worden opgelost: 


2-2-4 & x?-4.-] e х2=4.12 © x--2iof x «2i 


Bereken i? en i?. 
Bereken (7. 
Los de vergelijking x? + 9 = 0 op. 


Omdat i? = –1, wordt nog al eens snel genoteerd dat ,/—1 = i. Wij zullen dat 
zoveel mogelijk vermijden. 

Het product van een reéel getal met de imaginaire eenheid i noemen we een 
zuiver imaginair getal. 

Een paar voorbeelden van zuiver imaginaire getallen zijn: 2i, -5i, 1 i, lia. 


De som van een reéel getal en een imaginair getal noemen we een complex getal. 


We gebruiken als symbool voor complex getal meestal de letter z. Voor z 
kunnen we dus schrijven: 


z=a+tbi (metaenbin К) 


Een complex getal bestaat uit een reëel deel en een imaginair deel. Het reële 

deel van z is gelijk aan a en wordt genoteerd als Re(z) = a. Het imaginaire 

deel van z is gelijk aan b en wordt genoteerd als Im(z) = b. Een paar voorbeel- 
den van complexe getallen zijn: 1 + 2i,-2—5i, 1+1 3— 1/2. 

We bekijken nu het optellen, aftrekken, vermenigvuldigen en delen van 
complexe getallen. Met de complexe getallen kunnen we op eenzelfde manier 
rekenen als met de reële getallen, mits we er rekening mee houden dat i? — —1. 
We geven steeds eerst algemeen aan hoe deze operaties verlopen met de 
complexe getallen z, = a + bi en z, =c + di, gevolgd door een paar voorbeelden. 


Optellen en aftrekken 
Het optellen en aftrekken gaat in het algemeen als volgt: 


Zj + Z5 = (a bi) + (c+ di) = (а + c) + (b+ d)i 
Z1— Z5 (a + bi) — (c * di) ^ (a — c) + (b — ді 
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Opdracht 


Opdracht 
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Voorbeelden 1.47 
1 Gegeven: z, 21 2i en 2,=-2— 51 
Er geldt: z,*2,——1-3i 
Zi 22 3 +7i 
2 Gegeven: z,=3+2i en z,-3-2i 
Er geldt: z,+z2,=6 (dusz,+z, iseen reëel getal) 
Zi Z2=4i (dusz, —z;is een imaginair getal) 


Gegeven: z, = } + i en z,=3— li 
Gevraagd: z, + 2, en Z, — 2, 


Vermenigvuldigen 
Het vermenigvuldigen gaat net als gewone algebra met 1 extra regel, name- 
lijk i? = –1, als volgt: 


21:25= (a + bi) - (c + di) = ac + adi + bci + bdi? = (ac — bd) + (ad + bc)i 


Voorbeelden 1.48 
1 Gegeven: 2,=3+21 en z,=-2+3i 
Er geldt: 2,-2,--6-9i—4i- 6i?——12-- 5i 
2 Gegeven: z,=-2+3i en z,--2-3i 
Ergeldt: z,-2,=4+6i-6i-9i?=13 (z, · 2, 15 dus een reëel getal) 


Gegeven: 2) =} +i en z;-3- i 
Gevraagd: z, · 2, 


Delen 
Bij het delen van twee complexe getallen passen we een truc toe om ervoor 
te zorgen dat de noemer van de breuk reéel wordt: 


Zy а+Ы a-bi c—di  ac—adi-- bci — bdi? (ac+ bd) + (bc — adi 


2, cdi: cdi с-а c2—cdicdi-di? _ с2 + d? 
(ас+ ра) (рс- ad)i 


== dS 
c? + d? c? + d? 


Zo krijgen we dan altijd een uitkomst іп de vorm 'reéel plus imaginair deel’. 


Voorbeelden 1.49 
1 Gegeven: z,=3+2i en z,=2+i 


Zi 3+21 3+2i 2-i 6-3і+41—212 84i 8 i 


Ergeldt: — = —— = eerd 

E A. ERU р AI © 75$ 
2 Gegeven: z,=-3+2i en 2,=2-і 

Er geldt: 

Zy —3+2i —3+2i 2+1 –6-3і+41+212 -8+і —8 i 

M m a == 

2. 2-і 2-і 2+і 4—1? 5 S. S 


Opdracht 6 Gegeven: z =i en z,=1 — hi 


2 
Gevraagd: — 


22 
Vraagstukken 1.105 Вегекеп: 


amis (d^ 

bn g Ci» 
cu h it (kinN) 
duas! і i***' (kin N) 
e i? 


1.106 Bereken ріп Nals j^5 = 1. 


1.107 Herleid tot devorma + bi (aen bin R): 


45i 
а (1 + i)(5 – 2i) e - 
2+1 
b (1 + 1)(5 – 21 0) A 
f — 
с (1+ 02 Vel 
| (10+ 37) 
а (1+ i)? g — 


i 
1.108  Alsz- } – 11/3, bereken дап 2 — 22. 


1.109 Waar wordt een redeneerfout gemaakt in 


12 Л = dl 7 71. wel elle ==]? 


1.4.2 Meetkundige voorstelling van complexe getallen 


Om complexe getallen zichtbaar te maken, 
moeten we de getallenlijn waarop zich alle 
beeldpunten van de reële getallen bevinden, 
uitbreiden met een tweede getallenlijn 
(loodrecht op de eerste) waarop de beeld- 
punten van de imaginaire getallen komen te 
liggen. Beide getallenlijnen (de reële en de 
imaginaire as) samen liggen in het complexe 
platte vlak (zie figuur 1.41). Een willekeurig 
punt A in dit vlak is het beeldpunt van een 
complex getal z =a + bi. 
De afstand van О naar A is ya? + b? en 
wordt vaak met r, soms ook met p, aange- 
duid. Het wordt de absolute waarde of 
modulus modulus van het complexe getal a + bi 
genoemd en wordt genoteerd als: 


la + bi| = Ja? +02 =г 


Vergelijk dit met |a| = Va? in В. 
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argument 
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De hoek die OA met de positieve reéle as maakt, wordt het argument van het 
complexe getal a + bi genoemd en met p aangeduid, p is daarbij een hoek in 


b 
het interval (—7, 7]. Er geldt in het eerste kwadrant: с = arctan EI Om ein 


alle kwadranten te bepalen, moet je nagaan in welk kwadrant het beeldpunt 
van a + bi ligt. Het schema waarmee p bepaald kan worden, staat in figuur 1.42. 


Voorbeelden 1.50 


1 Gegeven: z=1 +i -Figuur 1.42 Beeldpunt van 
Gevraagd: de modulus ren het argument ees EMT 
e van z. 
Oplossing: 


We maken eerst een voorstelling van z in 
het complexe vlak (zie figuur 1.42). 
De modulus r is gelijk aan: 


DI Béi 
z ligt in het eerste kwadrant, dus het 
argument o is gelijk aan 
1 
p= arctan (5) = Im; dit komt overeen 


met figuur 1.43. 


2 Gegeven: z--1- i. f 
Gevraagd: de modulus r en . Figuur143 Schema voor het bepalen van on 
het argument e van zZ. Eoxu——— — — —— С 


р s 


Im-as 


^ 


We maken eerst een voorstel- 
ling van z in het complexe 
vlak (zie figuur 1.44). 

De modulus ris gelijk aan 


г= J- += 4/2 
Omdat 2 in het tweede kwa- 
drant ligt, is het argument o 


1 
gelijk aan o = arctan Ka +т=—}т-+т = ўт, zie ook figuur 1.42. 


Oplossing: : 
| 


3 Gegeven: 2==1=1 


Gevraagd: de modulus геп het argument @ van 7. 


Oplossing: 


We maken eerst een voorstelling van z in het complexe vlak 


(zie figuur 1.45). 


De modulus ris gelijk aan r = J(—1)? + (- 1)? = SEL 


Omdat z in het derde kwadrant ligt, is het argument o gelijk aan 


-1 


Ф = arctan 5) —m«q-im-m--im,zieook figuur 1.42. 


Hieronimo Cardano (1501-1576) 


In 1545 verscheen het beroemde boek Ars Magna 
(Grote Kunst) van Hieronimo Cardano, met 
daarin onder andere de (niet door hem gevon- 
den) oplossing van de vergelijking х? + px = 9 
en enkele benaderingsmethoden voor het 

vinden van nulpunten van veeltermfuncties. 

Voor de vergelijking x? + px = q vond hij 


Wi P F G J р? o d 
хаз е Best LE IS 
SEIT ZW «m 4 


Ook treffen we in het boek Ars Magna een begin 
van het begrip 'complex getal' aan (zie leer- 
eenheid 1.4); deze getallen noemde hij ‘verzon- 
nen’ of ‘wijsgerige hoeveelheden’. 

Cardano wist ook niet zo goed wat hij ermee aan 
moest. In 1572 verscheen een boek van de Ita- 
liaanse Bombelli die de imaginaire en complexe 
getallen voor het eerst systematisch behandelde. 


N 


Waar wij nu schrijven: 3i voor 3./ —1, schreef hij 
nog: 


R[O m 9] (Radix О meno 9), dus (JO — 9). 
Cardano was wiskundige, medicus, astroloog en 
fysicus van hoog aanzien. We kunnen zijn naam 
nog terugvinden in het woord 'cardan-as', een 
bekende mechanische constructie in de auto- 
techniek die door hem is ontworpen. 


Door zijn revolutionaire ideeën en bizarre levens- 
wandel had hij veel vijanden in de kerk, de we- 
tenschap en de politiek. Door zijn goklust had hij 
regelmatig grote geldzorgen. Een bekende uit- 
spraak van hem is: 

"|n het algemeen is de eer voor de mens een 
erbarmelijke zaak.” 


De behandeling van de onderwerpen in dit boek 
verloopt niet altijd in historische volgorde. De 
(klassiek geworden) volgorde die hier toegepast 
wordt, is ontwikkeld in Frankrijk in de laatste 
helft van de vorige eeuw en is sindsdien niet 
meer gewijzigd. 
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Opdracht 


Opdracht 


Euler 
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Bepaal modulus en argument van 1 — i, van 300jen van -1 — 1/22 


Elk complex getal z=a+bi isinren ọ uit te drukken. Immers, uit 
figuur 1.41 blijkt dat: 


a-rcoso 
en 
b=rsin ф 


zodat: 
z-a-tbi-rcoso-irsin c 


Eveneens geldt dat elk complex getal z=rcosep+tirsing inaenbisuitte 
drukken. Er geldt: 


r= Ja? + b? 


en 


b 

Ф = arctan (5) (als z in het tweede of derde kwadrant ligt moet deze waarde 
a 

worden aangepast), volgens het schema in figuur 1.42. 


Voorbeeld 1.51 
Gegeven: z-1- i 


Er geldt: 


r= J1?4 (-12- 4/2 


t —1 T 
=arctan | — | 2 -— 
1 4 


Dus: 


т т 
= 2 — — i 9. i — — 
ze 2 cos ( je sin ( | 


Schrijf z 2 2-- 2i/3 en z= 3,3 — 3i indevorm 2 = гсоѕ ф + irsing. 
De stelling van Euler 


Als 2 = rcos e + irsin e, dan kan z ook heel compact worden genoteerd als 
2 = rel* 


Het bewijs van deze belangrijke stelling laten we achterwege. In leereenheid 
2.4 kunnen we de schrijfwijze van Euler aannemelijk maken. 


Opdracht 


Definitie 


Definitie 


Voorbeelden 1.52 
1 Gegeven: z-1-i 


т N T 
Er geldt: z — Së * COS E = LS - sin 5) (zie voorbeeld 1.51). 
Volgens de stelling van Euler kunnen we ook schrijven: 


т, 
31 


z- Jo tera 


N 


Gegeven: z=-1 +i 
3 3 

Er geldt: z — JD - COS G =) - Wo -sin (5 d 
Volgens de stelling van Euler kunnen we ook schrijven: 

3 

zri 
z= NID . et 
Schrijf 1 + j, 1 — i, i, -Ten10indevormre'* 
Met behulp van de stelling van Euler kunnen we het vermenigvuldigen en 
het op elkaar delen van twee complexe getallen veel sneller uitvoeren: 
Gegeven: Z, = г: е! en Z, = г, · ele: 
Voor het product geldt: 2, · Z3 =r} ет. г. ез = гу: г„. eh rol 
In woorden: 


De modulus van het product van twee complexe getallen 

is gelijk aan het product van de moduli van de afzonderlijke getallen. 
Het argument van het product is gelijk aan de som van de 
afzonderlijke argumenten. 


Gegeven:z, = r,e'*: en 2„=г„е!?? 
1 1 2 2 


2 - 
Voor het quotiënt geldt: — = ——— = —e!(i- 92) 
Z2. Io CA, 


In woorden: 


De modulus van het quotiënt van twee complexe getallen is gelijk aan het quo- 
tiënt van de moduli van de afzonderlijke getallen. 

Het argument van het quotiënt is gelijk aan het verschil van de afzonderlijke 
argumenten. 


Voorbeeld 1.53 
Gegeven:z,-71-i en 2,=2+21 


Er geldt: z, = /2e * en z,= /8e*' 


1 Ho! 
Dus:z,-z5- 4/2. Jaren) = Jl6e°=4 еп 


1.4 Complexe getallen 165 


————Є—++———++=+_ +++. 


Opdracht 10 Laat zien dat Je” жее St 


Voorbeelden 1.54 
1 Gegeven: 2;=-1 en z;-2- 2i 
Er geldt: z, = le"! еп z= /8e 7 


(rar) 
Dus: Z, -Z2=1. /8e 


LE Z 1 В + Ls i 1 Kaf 
-242e*" en REED e Е Zei 
AS 4 
2 Als we een willekeurig complex getal z —re'* vermenigvuldigen met de 
imaginaire eenheid i, dan voeren we de volgende berekening uit: 


z! (e+3)" 

о en ga s 

Meetkundig betekent dit dat de modulus van z - i gelijk is aan de modulus 
т 

van z en dat het argument уап z toegenomen is met 2' ofwel de 


vermenigvuldiging van een willekeurig complex getal z met de imaginaire 
eenheid i betekent meetkundig een rotatie van het beeldpunt van z in het 


aT 
complexe vlak over een hoek van 2 tegen de wijzers van de klok in. 


Opdrachten 11 Gegeven: z, =-1 + ien 2, = 2 + 2i 
21 А T 
Gevraagd: Z, · 2, en — door z, en 2, іп de vorm re^ te schrijven. 
2 


2 


12 ` Wat betekent het delen van een willekeurig complex getal door i meetkundig? 


2i 


24 
Vraagstukken 1.110 Schrijf het complexe getal eerst in de vorm a 4- bien daarna in de vorm 


1-i 


rCOS ф + irsin p en teken het beeldpunt in het complexe vlak. 


1.111 Bepaal het reéle en het imaginaire deel van: 


a 2= 3453 - 3i f z= 2(соѕ 1a + isin Jm) 
bz--1- iz g z= V 2(cos 1т + isin Jm) 
c z=300i h z= /2(cos 1т — isin Jm) 
eeen } эс ИШ 

PUTEM en win R) | ZN 

w ; 
e z=Ri+ — (Ren win R) j z= е"! 
1+iw 


Z 
1.112 Teken de beeldpunten van z en — in het complexe vlak. 
i 
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— 


1.113 


1.114 


1.115 


binomiaalvergelijking 


Van een complex getal z, is gegeven: |z,| = 7 en arg(z;) = -37. Van een complex 
getal 2, is gegeven: |z;| = 10 en arg(z;) = -1s. 


Zi Z2 
, arg Е en arg EI 
2 1 


Bereken: [2$], аго(2$) en arg(z, - 22) 


22 


21 


Bereken: 


, 


2 


Als geldt dat аго(1+/о) = c en |1+/0| = г, hoe groot zijn дап argument en modulus 
van: 


1 1 +iw 
LIEST iw 
i 
: e 1-iw 
14 io 
io 1 
= = 
ТЕЕ (1 + io)? 


Beredeneer dat re’? = re'(e*?*? met kin N. 


1.4.3 Het oplossen van vergelijkingen 


Het rekenen met complexe getallen kunnen we goed gebruiken bij het oplos- 
sen van vergelijkingen. Als eerste voorbeeld gebruiken we het oplossen van 
az? + bz + c — 0 (met a, b, cin R). 


Voorbeeld 1.55 
Los ор: 22+22+5=0 


Oplossing: 
We passen de a, b, c-formule toe: 


De vergelijking z" — c (met c in C) wordt een binomiaalvergelijking genoemd. 
We geven een paar voorbeelden om te laten zien hoe je dit type vergelijking 
kunt oplossen. Zonder bewijs delen we nog mee dat eerder genoemde bino- 
miaalvergelijking n (complexe) oplossingen heeft. 


Voorbeeld 1.56 
Los op: z? =i 


Oplossing: 
Indien we 2 voorstellen als z ^ г. e'* en i schrijven als 


т i 

Lilo adje aa , dan geldt dat z? — i hetzelfde is als: 
ar 1 

r3.e3lec]. AG 


т us 02 
Hieruit volgt: г? = 1 еп3Зф=—+2Кт, ofwel г=1 en е km: 
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Als we voor k respectievelijk de waarden 0, 1 en 2 invullen, vinden we 
Essi T ST 9л 
voor ọ respectievelijk —, — en —. 
g resp ) ere 6 
We hoeven voor К slechts de eerste drie natuurlijke waarden 0, 1 еп 2 in te 
vullen. Andere waarden voor k, ook negatieve, geven de vergelijking geen 
nieuwe oplossingen, maar zijn herhalingen. De oplossingen zijn: 


zi т ma 

Zoe Wees cos Fisin == vS ti 
6 (5 22 2 
zx Dn әп sul Së l1. 
ZEIT = уу әзер == zh 
: 6 (0:7 02) 2 

T Әл 9m SE S n 

ПЕНИ СОЗ соЅ= 31060 === 
6 2 2 

De beeldpunten van de oplossingen 
zijn weergegeven in figuur 1.46. We Figuur 1.46 Beeldpunten van de 
zien dat de drie vectoren van z,, z, en oplossingen van 22 = / 


————————— 


Z5 op een cirkel liggen met middelpunt 
(0, О) en met straal 1 en dat ze de cirkel 


Im-as 
in drie gelijke segmenten verdelen. 
Z1 20 
Re-as 
1 ~ 
22 
Voorbeeld 1.57 
Los op: 2®=-1+1ї 
Oplossing: 
Indien we 2 voorstellen als z 7 г. e'* en -1 + i schrijven als 
37 vi 
+2 kar 
EN Ee | аап geldt: 
3T i 
г3.е3ї# = J2 ` Enta) 

SNR Я 3m т 2m 
Hieruit volgt: r? = JD en Зр=—+2Кт. Dus г= Së en Oels Sec? 
Als we weer voor К respectievelijk de waarden 0, 1 en 2 invullen, vinden we 

TE т 11 19 
voor p respectievelijk —, — m en — т. 
D "E EE 


Elke combinatie van r en o geeft ons nu een complexe oplossing z. 
De oplossingen zijn: 


20 = fre“ = Vi (cos eism) = V2 eia) 
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Vraagstukken 1.116 


1.117 


1.118 


llc 
SSi Пт llr 
2л = - (ces n чт) 


12 
AE 19m 197 
Sen AS o V (cos T +i sinr) 


Figuur 1.47 Beeldpunten van de 
oplossingen van z3=1 + į 


A Im-as 
Zo 
Zi 

Re-as 
— 

6 

Vz 

22 


De beeldpunten van de oplossingen zijn weergegeven in figuur 1.47. 

We zien dat de drie vectoren van zo, Z, en Z, op een cirkel liggen met middel- 
punt (0, О) en straal 5/2 en dat ze de cirkel weer in drie gelijke segmenten 
verdelen. 


De oplossingen van z” = с liggen op een cirkel met straal ll en 
middelpunt O en vormen de hoekpunten van een regelmatige n-hoek. 


Los op in C en construeer de beeldpunten van de oplossingen in het complexe vlak. 
Maak daarbij gebruik van de cirkel waarop de beeldpunten liggen. 
2? = і с 23 = äi 


248-0 d z*2-1-i/3 


Los de vergelijking 22 + 22 + 5 = 0 (voorbeeld 1.55) nogmaals op en wel op de vol- 
gende manier. Splits in het linkerlid het kwadraat (z + 1)? af en schrijf de vergelijking 
als (z + 1)? = —4. Ga nu verder met de binomiaalvergelijking w? = —4 met 

w = 2 + 1. Als je waarden voor w hebt gevonden, is z = w — 1. 


Los op in C en construeer de beeldpunten van de oplossingen in het complexe vlak. 
Maak daarbij gebruik van de cirkel waarop de beeldpunten liggen. 


(z — 1? = -16i а (z- 1)5- -8 
(Z+ 02 = е (2+204=-1- 1/3 
(22—72 = -9 
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EE 


1.119 Los de vergelijking 22 + 22 + 5 = 0 (voorbeeld 1.55) nogmaals op en wel op de 
volgende manier. Vervang z door x + iy met x en y beide reëel. Werk het linkerlid 
helemaal uit zodat je reële en imaginaire termen apart kan zetten. Ga na dat het 
resultaat wordt (x? — y? + 2x + 5) + i(2xy + 2y) = 0 (+01). Stel van linker- en 
rechterlid de reële delen aan elkaar gelijk en doe hetzelfde voor de imaginaire delen. 


Dit geeft twee vergelijkingen voor de twee onbekenden x en y. Los deze op en geef de 


oplossingen voor z. 


1.120 ` Beredeneer waarom z” = 1 met nin N° slechts n oplossingen heeft en |z| = 1 onein- 


dig veel. 


1.4.4 Toepassingen van computeralgebra 


Computeralgebrapakketten zijn uitstekend uitgerust om met complexe getal- 
len om te gaan en om vergelijkingen op te lossen met complexe getallen. 
De verschillende faciliteiten in Derive, Maple en Mathematica staan in 


tabel 1.12. 


maginaire de! 


modulus of ab: 


Wäi rde Vi In Z 
argument van z 


Vraagstukken 1.121 
-843i 


с 22.(+ 22) 2 6 


а (z42- )% = 27i 


1.122 De beeldpunten van de verzameling complexe getallen z met |z| = Ren met ein 
(77, т] vallen samen met een cirkel met middelpunt in de oorsprong en met straal А. 
De coördinaten van de beeldpunten worden gegeven door x = Асоѕфеп у = R sin e. 
Met een computeralgebraprogramma kunnen we zo een cirkel met gegeven grootte 
van de straal op het scherm weergeven met een 2D-plot of parameterplot. Voor een 
aantal waarden van de hoek е tekent het programma dan de punten (R cos c, R sin c) 
al dan niet onderling verbonden door lijnen. 

a Maak een plot van een cirkel met straal R = З en middelpunt in de oorsprong 


О = (0, 0). 
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| 


1.124 


Een cirkel met straal R — 3 en middelpunt in M = (3, 0) valt samen met de verzame- 
ling beeldpunten van complexe getallen z waarvoor geldt: |z — 3| = 3en o in 

[77, п). 

|z — 3| = 3 betekent: de afstand van z tot M = (3, 0) is constant en gelijk aan 3. 
Vervang z door x + iy en laat zien dat voor de relatie tussen modulus ren argument e 
van z geldt: г = 6 cos o 

Maak een parameterplot van de cirkel, dat wil zeggen van de punten (x, y) = 

(Г cos c, r sin ф) = (6 cos? o, 6 cos p sin ©). 

Maak een parameterplot van de cirkel met straal R — 3 en middelpunt in N — (-3, 0). 
Geef eerst de relatie voor de corresponderende complexe getallen z en leid dan de re- 
latie tussen ren ọ af. 

We beschouwen nu de verzameling complexe getallen z waarvoor geldt: 

|z - 3|- |z + 3| = 32. Het is verleidelijk om te denken dat de beeldpunten die bij 
deze verzameling horen iets te maken hebben met de twee cirkels uit onderdeel b en 
c. Toch is dat niet zo. bes, SS 

Toon aan dat de punten (0, 0), GI 8, 0), (./ —18, 0) wél tot de verzameling behoren, 
maar bijvoorbeeld (3, +3) en (-3, +3) niet. De laatste vier liggen twee aan twee wél op 
de cirkels uit b respectievelijk c. 

Toon aan dat |z — 3| - |z + 3| = 32 correspondeert met r? — 36 cos? o + 18 = 0, 


waaruit volgt: r = 3 · /4 cos? ф — 2. Aanwijzing: vervang z door r cos ф + irsin pen 
werk uit. Onderzoek daarna voor welke waarden van c in [0, 277) deze relatie een 


beeldpunt oplevert en maak een parameterplot. 


0,8 ia 
e? 
Bepaal het reéle en imaginaire deel van z — 1 


voor o = 0, 1, 2. 


+10 


Wat gebeurt ег met z als о oneindig groot wordt? 


Gegeven de functie 2 = jw + 1 (w in R). 


Todo 

Plot de kromme die z doorloopt in het complexe vlak als w het reële interval [-10,10] 
doorloopt. Neem daartoe het reéle deel van z horizontaal en het imaginaire deel van z 
verticaal. 

Bepaal voor welke waarden van w de functie z reëel is (stel het imaginaire deel van z 
gelijk aan nul). Bereken voor deze waarden van о de waarde van z. Controleer dat in 
de geplotte kromme. 


Samenvatting 


In deze leereenheid hebben we de verzameling reële getallen R uitgebreid tot 
de verzameling complexe getallen C. We hebben daarbij vaardigheden ont- 
wikkeld in het rekenen met complexe getallen en we kunnen complexe ge- 
tallen weergeven in het complexe vlak. Ten slotte hebben we kwadratische 
en binomiaalvergelijkingen leren oplossen. 
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EE — КЕГЕ. 
Complexe getallen 2 
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Toets 
Gegeven: 2 = -1 — LI 
Bewering: 2 = 2e? 
Is deze bewering juist? 
Gegeven: z = 2 + 2i еп z,=3 + HNE 
V 7 
Bewering: |z; · zal = 6/2 en arg(z, « z;) = 12" 
Is deze bewering juist? 
Gegeven: z, — NE) — ien 2,=2+ 2i /3 


[n 
en arg zl 
Z2 


Schrijf z = 3 e-*7/in de vorm z = a + bi. 


Gevraagd: 


2 


Gegeven: 22 +2 + 1 = 0 

Bewering: deze vergelijking heeft precies twee complexe oplossingen. 
De som van deze oplossingen is –1. 

Is deze bewering juist? 


Bepaal alle oplossingen van de vergelijking z* — 16. 


Los met een computeralgebrapakket de volgende vergelijkingen op, voor z 
in C: 

z? + (3i+1)z-8-i=0 

-27? + (3i + 1)z- 1 +3i=0 


Gegeven de vergelijking | z+ 1| + |z-1|= 2/2. 

Beredeneer dat de beeldpunten van de complexe getallen z die aan deze vergelijking 
voldoen op een ellips moeten liggen. Enerzijds moet je dan de meetkundige betekenis 
van bijvoorbeeld |z + 1| kennen en anderzijds moet je bijvoorbeeld weten hoe je met 
potlood en papier plus twee punaises en een touwtje een ellips kan tekenen. 

Om de ellips te kunnen plotten met een computeralgebraprogramma moeten we de 
gegeven vergelijking omvormen tot de parametervorm: 


G e 
r = —; Of г=-—————. Dit kan met de hand door z te vervangen 
V1 — d cos? ф J1 - f sin? p 


door 


X * iy, en na uitwerken (via kwadrateren tot alle wortelvormen verdwenen zijn), 
gebruik te maken van x? + y? = г2епх = r cos e. Ditis redelijk veel schrijfwerk. 
Als je erg handig bent met een CA-programma lukt het ook, maar het kost minstens 
zoveel tijd als uitschrijven! 

Werk de gegeven vergelijking uit tot de parametervorm en produceer de grafiek. 
Probeer het plotten ook eens met de volgende methode. Toon eerst aan dat 


[2+1 |+ [z-1|=2/2gelijkwaardig is met [a+ 1)2 + y? Ja 1)? + y? = 2/2. 


Maak daarna een plot van deze relatie. 
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1 


9 Gegeven de functie z — SE 


a Plot de kromme die z doorloopt in het complexe vlak als w het reële interval [0, 10] == 
doorloopt. 

b Bepaalvoor welke waarden van о, de kromme 2 de reële as snijdt door het imaginaire 
deel van z gelijk te stellen aan nul. 

с Bepaal voor welke waarden van w, de kromme 2 de imaginaire as snijdt door het reële 
deel van z gelijk te stellen aan nul. 
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(G3 10 


Eindtoets hoofdstuk 1 


Bepaal de inverse functie van de functie f, gedefinieerd door: f(x) = 3 · 2*7? 


Gegeven: f(x) = 


х х 
еп g(x) = — 
х- 3 90) х+1 


Gevraagd: f(g(x)) en g( f(x)) 


r x- (x4 2) 
Gegeven de functie f(x) = —— —— — . 
|x| - (x? — 4) 
Bepaal de discontinuiteiten van f, alsmede de aard ervan. 


Bereken de som van alle gehele getallen tussen 0 en 5 000 die deelbaar zijn door 7. 
3 12 

Bepaal in de ontwikkeling van E - Si de middelste term. 
X 


Teken de grafiek van s = 1 + 3x + 1x? + 1х? +... (Letop D.). 


Los op: 25 + 16/3 = 16i 


е! 
2+ 2i 


Gegeven: 2 = 


Gevraagd: 

Re(z) en Im(z) uitgedrukt in o. 

Schrijf z in de vorm re'*. 

In een elektrisch netwerk geldt voor de complexe impedantie z: 1 = : +iwC 

(Ren C zijn constant. Neem А = 1, С = 1 епо = -10 … 10). 

Schrijf zin de vorm a + bi. 

Plot de kromme die z doorloopt in het complexe vlak als w variabel is met behulp van 
een computeralgebrapakket. 


Het blijkt dat alle getallen van de rij van Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, … geprodu- 
ceerd kunnen worden met behulp van de volgende formule van Binet: 


„(е (53) enar 


Verifieer voor een aantal kleine waarden van n dat deze bewering juist is (voor n = 1 
met de hand, voor andere waarden met behulp van een computeralgebrapakket). 
Vanaf welke waarde van n is het voldoende om alleen de eerste term tussen de accola- 
des te nemen en het resultaat af te ronden naar het dichtstbijzijnde gehele getal? Wat 
is het voordeel hiervan? 
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Realiseer een 2D-plot van de lijn y = 3x. 
Realiseer een 2D-plot van de lijn y = x — 1. 


i 
| с Тооп аап dat de Fibonacci-getallen worden gegenereerd door de uitkomsten van de 
| volgende formule af te ronden naar het dichtstbijzijnde gehele getal: 
-n 
| T n-0, 1,2, ... en DEVE 1 0,618 
+р 2 
| | (S311a Ееп rechte lijn die gaat door het punt P = (a, 0) en die evenwijdig loopt aan de Y-as, 
i heeft geen functievoorschrift y = f(x). Waarom niet? 
Als we de lijn willen laten tekenen door een computeralgebrapakket dan kan dat door 
middel van de 2D-plot met de parametervoorstelling: (x, у) = (г(ф) cos e, r(@) sin c). 
Hierbij maken we gebruik van de modulus ren het argument e van de corresponde- 
rende complexe getallen z — x + iy. 
b Bepaalde parametervoorstelling van de lijn x — 3. 
с Realiseer een 2D-plot van de lijn х = 3. 
d Realiseer een 2D-plot van de lijn y = 3. 
e 
f 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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c 


forge 
h 1 80 | 
techniek van het differentiéren 796 | 
Hogere en partiéle afgeleiden, differentialen 
п impliciet differentiëren 
Wiskundige toepassingen van de differentfaalrekening 230 


Het systematisch onderzoeken van functies en hun grafiek 246 


Praktische toepassingen van de differentiaalrekening 260 


Eindtoets hoofdstuk 2 276 


Dit hoofdstuk heeft tot doel je inzicht in de differentiaalrekening 
verder te ontwikkelen, rekenregels en standaardafgeleiden (weer) in 
herinnering te brengen en deze verder uit te breiden. Ook het leren 
toepassen van die regels en begrippen in concrete situaties is een 
belangrijk doel van dit hoofdstuk. 

Het begrip 'verandering' staat hierbij centraal: uit de wijze waarop 
grootheden veranderen, blijken veel van hun eigenschappen af te 
leiden. 

De wiskundige toepassingen betreffen het schetsen van grafieken, 
reeksontwikkelingen, benaderingsformules voor functiewaarden en 


Opdracht 


Opdracht 


meetkundige toepassingen. In de praktijktoepassingen gaat het om 
dynamische processen (beweging, groei, snelheid), plaatsafhanke- 
lijke veranderingen en veranderingen in toestandsvergelijkingen 
van gassen en vloeistoffen. We presenteren dan ook een gevarieerd 
aantal toepassingen. 

In het begin van het hoofdstuk kom je waarschijnlijk bekende zaken 
tegen. Laat je daardoor niet afleiden en probeer goed te begrijpen 
waar het om gaat en welke stof nieuw is. 

Dit hoofdstuk legt ook de basis voor onderdelen uit de integraal- 
rekening in hoofdstuk 4 van dit boek. In hoofdstuk 3 worden met 
behulp van de hier behandelde differentiaalrekening willekeurige, 
niet-lineaire vergelijkingen opgelost. 


Je hebt in dit hoofdstuk bijna alle algebraische vaardigheden nodig 
uit hoofdstuk 0, en het limietbegrip, het getal e en de theorie over 
de reeksen uit hoofdstuk 1. 


Een praktijksituatie 

Een voorbeeld van een toepassing van de differentiaalrekening zijn de valbe- 
wegingen van een parachutiste. 

De parachutiste springt op een hoogte van 980 meter uit een vliegtuig en maakt 
een vrije val van 180 m, opent daarna haar parachute en landt na enige tijd 
veilig op de grond. 

De parachutiste maakt daarbij een horizontale beweging en een verticale be- 
weging. 


Ga na wat de oorzaken van de horizontale beweging zijn. 


We bekijken nu verder alleen de ver- 
ticale valbeweging. Het tijdstip 
waarop de parachutiste uit het vlieg- 
tuig springt, stellen we op t — 0. 

De parachutiste maakt eerst een 
vrije val waarin de afgelegde weg s, 
uitgedrukt in meters, bij benade- 
ring gelijk is aan s(t) = 5t? (= 1672, 
met g= 10 m/s? de versnelling van 
de zwaartekracht; we verwaarlozen 
hierbij de luchtweerstand.) 


Ga met een berekening na dat na 6 se- 
conden de parachute wordt geopend. 


Voor t£ 6 geldt dus s(t) = 5t?. 

Voor t= 6 kunnen we met onze huidige kennis de vergelijking van de afge- 
legde weg s, als functie van de tijd t, nog niet afleiden. We geven nu de wat 
vreemd ogende exacte uitdrukking voor s(f) nadat de parachute is openge- 
gaan: s(t) = 171,5 +6t— 122294,3. е4: (tz: 6) 
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Opdracht 


Opdrachten 


3 Ga na dat de functie s continu is op t = 6, door in beide formules t = 6 in te vullen. 


De grafiek waarin s tegen t is uitgezet, is getekend in figuur 2.1. 


Figuur 2.1 De valweg svan de parachutiste; t=6 is het tijdstip waarop de parachute opengaat 
A 


4 Verklaar uit de vergelijking van s waarom de grafiek van s op den duur (voor grote 
t-waarden) een rechte lijn wordt. Is dit ook natuurkundig te verklaren? 


5 Neem de rechte lijn als uitgangspunt voor s als t>> 6 en bepaal aan de hand daarvan 
wanneer de parachutiste de grond raakt. 


6 Wanneer raakt de parachutiste de grond als de parachute niet opengaat? 


De differentiaalrekening wordt nu verder ingezet om op ieder moment de snel- 
heid van de parachutiste te berekenen, om de krachten te bepalen die op de 
parachutiste werken, om na te gaan wat er op het tijdstip t= 6 precies gebeurt, 
enzovoort. 

Wat we willen weten is wat de snelheid van de parachutiste is tijdens haar 
val. In het bijzonder willen we weten wat er op het tijdstip t= 6 gebeurt met 
de snelheid. Met behulp van de differentiaalrekening uit dit hoofdstuk kun- 
nen we daar een antwoord op geven. 
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Leereenheid 2.1 


LV PAP pM Me 
Verandei 


Ar Ke 


Afhankelijk van je 
voorkennis zal deze 
leereenheid 3 tot 5 
SBU's in beslag nemen. 


о 
EAN 
ringen 


4 


In deze leereenheid wordt van een afhankelijke grootheid de gemiddelde 
verandering op een interval vastgelegd. Daarna wordt een maat voor de rela- 
tieve verandering van die grootheid in één punt gedefinieerd. 

Voor de grafiek van die grootheid is dat getal de richtingscoéfficiént van de 
raaklijn in dat punt. 

In toepassingen gaat het vaak om de begrippen ‘snelheid’ (de verandering 
van de afgelegde weg per tijdseenheid) op een bepaald tijdstip, of de begrip- 
pen ‘groei’, 'temperatuurstijging' (toeneming van de temperatuur per tijds- 
eenheid), of de mate waarin een kracht toe- of afneemt in een belaste balk 
per lengte-eenheid, enzovoort. 


me 


Opdrachten 


In het gebied in China dat je op de foto o 
dit moment bezig met het bouwen van een g 


enorme hoeveelheid elektriciteit opwekken. Het gaat om 
van 18.200 megawatt, ongeveer acht procent van de ht 
in China. Bovendien zal dit schone energie zijn die het. 
als de huidige kolengestookte centrales bepaald wel doe! 
het stuwmeer achter de dam is vanaf 2004 langzaam а 
dam klaar is in 2012 zal het waterpeil een hoogte hebbe 
veer 200 meter. Het landschap dat je nu op de foto ziet, zal drastisch 
deren, omdat het voor een groot deel onder water is verdwenen. E 
Tos 


2.1.1 Gemiddelde verandering of differentiequotiént 


We kiezen het vollopen van een stuwmeer met rivierwater om het begrip 
‘verandering’ toe te lichten. 


De waterhoogte in het stuwmeer gedurende de eerste acht jaar is in tabel 2.1 
weergegeven. Na acht jaar is het stuwmeer vol. 


De waterhoogte H in het stuwmeer is een functie van de tijd t: H= H(t) 


Teken op grafiekenpapier de meetpunten uit tabel 2.1 in en teken een zo goed moge- 
lijke continue t, H-grafiek met t horizontaal en H verticaal. Bepaal het jaar waarin de 
verandering (toename) van de waterhoogte in het stuwmeer het grootst is. 


Bepaal uit de tabel voor ieder jaar de gemiddelde verandering van de waterhoogte per 
jaar. 


Bepaal uit de tabel de gemiddelde verandering per jaar over de gehele periode 
van 8 jaar. 


Een verandering wordt algemeen met een A (delta) aangegeven; deze delta is 
de (hoofd)letter d uit het Griekse alfabet en is de afkorting voor differentie, 
wat ‘verandering’ of ‘verschil’ betekent. 


Het tijdsinterval derde + vierde jaar is dus aan te geven als 

At — (eind) jaar 4 — (eind) jaar 2 — 2 jaar. Daarin onderging de waterhoogte in 
het stuwmeer een hoogteverandering: AH = H(4) – H(2) = 107 — 15 = 92 m, 
of, nog iets algemener: AH = H(t + At) — H(t) met t2 2en At — 2. 
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Opdracht 


Definitie 


differentiequotiënt 


Opdracht 


Becommentarieer de volgende opmerking: ‘Gedurende het derde en vierde jaar steeg 
de waterhoogte in het stuwmeer even snel als gedurende het vijfde tot en met het 
achtste jaar: in beide perioden namelijk 92 m.’ 


Aan de loop van de grafiek uit opdracht 1 is te zien dat de toename van de 
waterhoogte in het derde tot het zesde jaar veel sneller verloopt dan in de 
twee eerste of de twee laatste jaren. In opdracht 4 zag je dat het belangrijk is 
om te vermelden over welke periode (interval), At, een verandering wordt 
gemeten. Om de verandering op een interval tot uitdrukking te brengen, 
introduceren we het begrip gemiddelde verandering op een interval: 


De gemiddelde verandering is de verandering van een grootheid gedeeld door de 
lengte van het interval waarop de verandering plaatsvond. 


In het voorbeeld van het stuwmeer is de gemiddelde toename van de water- 
hoogte in het vijfde tot en met het achtste jaar, dus op het interval [4, 8], ge- 
lijk aan: 

AH 92 gut 

Am m/jaar 

De gemiddelde verandering van de waterhoogte op [2, 4] (een periode van 
twee jaar) is dan: 


—=—к=4 i 
NA 6 m/jaar 


De verandering van de waterhoogte per tijdseenheid is op [2, 4] dus veel 
groter dan op (4, 8]. 

г AH  H(t- ^t) - H(t) 
De gemiddelde verandering per tijdseenheid — = руз йр wordt 
ook het differentiequotiënt genoemd, omdat het daarbij gaat om het quotient 
van twee veranderingen (differenties). 


Maak tabel 2.2 af. 
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Vraagstukken 2.1 


gemiddelde snelheid 


2.2 


AH E 
Zoals we het differentiequotiént f hebben gedefinieerd voor H = H(t), geldt 


voor het differentiequotiënt van een functie f(x) in het algemeen: 


Af(x) f(x-- Ах) – f(x) 


Ax Ax 


Dit differentiequotiént is dus een maat voor de gemiddelde relatieve verande- 
ring van f(x) ten opzichte van de oorzaak van die verandering: Ax. 


We keren weer even terug naar de eerste 6 seconden van de vrije val van de parachu- 
As 

tiste, waarin s(t) = 5t?. Onder Т verstaan we nu de gemiddelde snelheid van de 

parachutiste op het tijdsinterval At, uitgedrukt in [m/s]. 


Maak tabel 2.3 af. (Benoem ook steeds de bijbehorende intervallen.) 


As 
Kun je de snelle afname van A na t= 6 verklaren? 


As Е 
De waarde van m is de gemiddelde snelheid v, van de parachutiste op het 
Av С 
interval At. Met SC geven we de gemiddelde verandering van de gemiddelde 


snelheid aan op het interval At, uitgedrukt in [m/s?]. 


a Maaktabel 2.4, met bijpassende intervallen, af. 


Interval 


b Кип je verklaren waarom het differentiequotiënt in de laatste kolom van tabel 2.4 in 
het geval van de parachutiste, steeds de waarde 10 m/s? oplevert? 


2.3 ` Gegeven de functie g(x) = sin x. Bepaal het differentiequotiënt in x= Іт met Ax = 17 
en verklaar je antwoord. 


2.4 Gana wat je weet van A f(x) als Ax > Оеп het differentiequotiënt negatief is. 


2.1.2 Differentiaalquotiënt 


£ 


Als we voor Ax in het differentiequotiënt een steeds kleinere waarde 
kiezen, dan wordt de gemiddelde verandering voor een steeds kleiner inter- 
val [x, x + Ax] bepaald. Als Ax naar 0 nadert, dan krijgen we de gemiddelde 
verandering 'in het punt x’. In het voorbeeld van de parachutiste stappen we 
zodoende, als At naar nul nadert, over van de gemiddelde valsnelheid naar dé 
valsnelheid op een bepaald tijdstip t. In het voorbeeld van het vollopende 
stuwmeer krijgen we de snelheid waarmee de waterhoogte verandert op een 
bepaald tijdstip. 


Af(x) 
Differentiaalquotiént De waarde van lim CARE wordt differentiaalquotiént genoemd. 
Ax—0 Xx 


Definitie Onder het differentiaalquotiént van een functie f in x verstaan we de 


Afix) 
limiet lim Sete Deze limiet wordt ook wel geschreven als het 
Ax 0 


dfix) i 
‘quotiënt’ "doe waaraan de limiet zijn naam (differentiaalquotiént) dankt. 


d'al 


Aan de naam van de limiet (differentiaalquotiént) en de notatie 


moeten we voorlopig geen enkele betekenis hechten; het is nu eenmaal his- 
torisch zo ontstaan. Verderop in dit hoofdstuk, in leereenheid 2.3, komen we 
er nog wel op terug. 
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Figuur 2.2 Het differentiaalquotiënt dis ztanainxz2 


LL Hel e? 


kä 0 P c co - CO WO ze 


T COMMO zw — —— 
BSN 5-150 12 3 4 55098 6 TUA 


We lichten een en ander toe aan de hand van figuur 2.2, waarin de grafiek is 
weergegeven van de functie: f(x) = 1x?. We kiezen х = 2 en laten x vanuit 
deze waarde aangroeien tot x 6. Bij deze aangroeiing Ax = 4 hoort een 

A f(x) van } - 6? — } . 2? = 8 , zodat voor het bijbehorende differentiequotiént 
de waarde 2 wordt gevonden. 


df(x) 
In overeenstemming met voorgaande definitie van ПЕР gaan we nu voor 
х 
Ax telkens kleinere waarden kiezen en steeds de waarde van het bijbehorend 


differentiequotiënt berekenen. Voor x houden we de waarde 2 aan. Zo ont- 
staat tabel 2.5. Voor negatieve differenties Ax ontstaat tabel 2.6. 


Tabel 2.5 Tabel 2.6 

Ax Af(x) Af(x) Ax Af(x) Af(x) 
NAX Ax 

4 8 2 4 0 0 

2 3 1,5 -2 -1 0,5 

1 1,25 1,25 -1 -1,75 0,75 

0,5 0,5625 1,125 -0,5 —0,4375 0,875 

0,2 0,21 1,05 —0,2 -0,19 0,95 

0,1 0,1025 1,025 -0/1 —0,0975 0,975 

0,01 0,010025 1,0025 —0,01 —0,009975 0,9975 

0,001 0,00100025 1,00025 —0,001 —0,00099975 0,99975 
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Opdracht 


afgeleide functie 


Opdracht 


Af 
We zien in de tabellen 2.5 en 2.6 duidelijk dat het differentiequotiént m 
X 


steeds dichter bij de waarde 1 komt naarmate we Ax kleiner kiezen, al wordt 
de waarde 1 zelf nooit bereikt. 


A d 
fx) S fœ 3 


We noteren ditals: lim о 
45хъо Ах ах 


df(x 
Bepaal met behulp van een tabel van de functie f(x) = 1x? in het punt (4, 4). 


We bepalen nu van de functie f(x) = 1x? voor een willekeurige waarde 


van x. 


dt | Arts 
lim 


i 
dx  ax2o Ах 
f(x + Ax) — f(x) 
Ax 0 Ax 
lx-c-Ax)?-ix? 
Ax—0 Ax 
x? + 2xAx + (Ax)? — x? 


Ax—0 4. Ax 


We noemen deze nieuwe functie 3 x de afgeleide functie, of kortweg de afge- 
leide. De functiewaarden ervan worden ook wel met f'(x) aangeduid. In dit 
voorbeeld is f(x) = 1x? en f'(x) = 1x. Het bepalen van f'(x), uitgaande van 
f(x), heet differentiëren. 


Voorbeeld 2.1 
Voor de valweg van de parachutiste s(f) = 5t? kunnen we nu ook op ieder 


tijdstip t de snelheid v(t) van de parachutiste bepalen in de eerste 6 seconden 
van haar val: 


wt) =s'(t)= li 230 
= — Ied ——— 
Artan At 
s(t+ At) — s(t) 
z At—0 At 
- S(t- At)? — 5t? 
moda c 
At—0 At 


Maak de berekening af en laat zien dat v(t) — 10t. 


De afgeleide van s(f) = 5t? is dus 10t en stelt de snelheid v voor op tijdstip t. 
De snelheid van de parachutiste na 4 seconden is 40 m/s, na 5 seconden 
50 m/s, enzovoort. 
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——— rennen EO 9 nn 


2.6 

2.7 
koorde 
richtingscoéfficiént 
raaklijnstuk 


Af(x) 
Bepaal met behulp van lim ES hoe groot f'(x) is als: 
Ax—0 AX 


f(x) 2 —x? 


f(x) = 3x? +2 
x) 
Bewering: Voor de functie f(x) = 7x + 3 geldtdat f'(x) = ARR 7 (dus zonder lim) 


voor elke waarde van x en elke waarde van Ax. 
Is deze bewering juist? 


De grafieken uit figuur 2.3 hebben betrek- 

king op het wegrijden vanuit stilstand van 

twee auto’s A en B. In het tijdsinterval 

[0, At] hebben ze dezelfde afstand As afge- 
As 

legd, zodat het differentiequotiënt AN: op 

[0, At] voor beide auto’s gelijk is. 

Ga aan de hand van de grafiek na, welke 

auto op het tijdstip At de hoogste snelheid 

heeft. 


2.1.3 De meetkundige betekenis van de afgeleide 


De meetkundige betekenis van het differentiequotiént en- van het differen- 
tiaalquotiént blijkt uit figuur 2.2. Voor x= 2 en Ax = 4 geldt blijkbaar: 


Voorx=2enAx=2is: 
Af) я 3 
Jem an a 25 


In beide gevallen is het differentiequotiënt blijkbaar gelijk aan de tangens 
van de hoek die de betreffende Koorde, respectievelijk AP en BP, maakt met de 
positieve X-as. We noemen dit ook de riclitingscoéfficiént van de desbetref- 
fende koorde. 


Naarmate Ax kleiner wordt, zal de koorde steeds meer lijken op een raaklijn- 


Af) 
stuk in het punt (2, 1) van de grafiek van de functie f. De uitdrukking ET 


zal dan de waarde benaderen van de tangens van de hoek a die de raaklijn 


met de positieve X-as maakt. De richtingscoëfficiënt van de raaklijn in het 
punt (2, 1) is dus gelijk aan f'(x). 
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Het differentiaalquotiént (de afgeleide) van een functie in een bepaald punt 
is gelijk aan de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de grafiek in dat punt 


Voorbeelden 2.2 
1 De grootte van de richtingscoëfficiënt van de raaklijn aan de krommes t 


figuur 2.1 is gelijk aan de snelheid van de parachutiste op dat moment. 
2 Gegeven is de functie f(x) = 1x?. 


Gevraagd de vergelijking van de raaklijn aan de grafiek van f in het punt 


P(2, 1). 


Oplossing: 


Al eerder zagen we dat de afgeleide уап f(x) = 1x? gelijk is aan f'(x) - 1x- 
Meetkundig stelt f'(x) = 3 x de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan 


grafiek van f(x) = 2 x? in het punt (x, f(x)) voor. 


Charles Babbage (1792-1871) 


Sinds het werk van Leibniz hadden vele wiskun- 
digen een grote belangstelling voor tabellen, 
zoals logaritmentafels, goniometrische en astro- 
nomische tabellen. De tabellen werden met de 
hand uitgerekend, waarbij fouten natuurlijk niet 
te vermijden waren. Babbage was wiskundige en 
wilde het opstellen van tabellen automatiseren, 
om zodoende het maken van fouten uit te slui- 
ten. Het principe waarop zijn machine is geba- 
seerd, laten we zien aan de manier waarop de 
tabel van N? + N + 41 (Nin N) wordt geprodu- 
ceerd. We bekijken daartoe de volgende tabel. 


N N?+N+4 D, D, 


0 4 

q- de 2 

2. 9j "nm 2 
З EE Ge 
o o 927 


In kolom D, staan de verschillen tussen twee 
opeenvolgende waarden uit kolom N? +N + 41, 
de zogenoemde differenties van de eerste orde. 
In kolom D, staan de verschillen tussen twee 
opeenvolgende waarden uit kolom D}, de zoge- 
noemde differenties van de tweede orde. We 
zien dat de waarden in kolom О, steeds gelijk 
zijn aan 2. 

Het kan eenvoudig worden aangetoond dat dit 
verderop in de tabel ook zo is. Het is dan ook 
gemakkelijk de waarde van N? + N + 41 te vin- 
den voor grotere waarden van N. Bijvoorbeeld 
N = 5: de waarde van D, in de regel met N = 5 
wordt 8 + 2 = 10. De waarde van № + N + 41 
wordt 61 + 10 = 71. De te construeren ma- 
chine hoefde dus alleen te kunnen optellen. 
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In 1823 kreeg Babbage van de Engelse overheid 
de financiële middelen om de ‘Differential Ma- 
chine' te bouwen. In 1833 stopte hij, na verschil- 
lende onderbrekingen, met het werken aan zijn 
‘houten man’. Het was op een mislukking uitge- 
lopen. Wat Babbage niet lukte, lukte wel de 
Zweed Scheutz. Deze bouwde in 1834 een een- 
voudige versie en voltooide in 1853 een verbe- 
terde versie waarmee hij veel succes oogstte. In 
1833 ontwierp Babbage, geïnspireerd door het 
automatische weefgetouw van Jacquard, zijn 
‘Analytic Engine’, die geheel anders van opzet 
was dan zijn ‘Differential Machine’. Gedurende 
de rest van zijn leven werkte Babbage aan deze 
‘denkende’ machine. 

Babbage stierf teleurgesteld en verbitterd, te- 
midden van wielen, tandraderen en andere on- 
derdelen van zijn machine, die een obsessie voor 
hem was geworden. De machine was wel tot 
mislukken gedoemd, omdat het in die tijd tech- 
nisch nog onmogelijk was een dergelijke ma- 
chine te produceren. 


1 
3 
де 


TB т "LI 


De raaklijn aan de grafiek van f in P(2,1) heeft de algemene vorm: 

у= тх + п. Ніегіп is m de richtingscoëfficiënt. Om m te bepalen vullen we 
in f'(x) = àx voor x de waarde 2 in. Hieruit volgt: m 1. 

De vergelijking van de raaklijn is dus у= x + n. De waarde van n volgt uit: 
1=2 + п, dus п = -1. De vergelijking van de raaklijn is dan y 7 x — 1. 


Opdracht 8 Bepaal de vergelijking van de raaklijn in het punt О (-2, 1). 


Vraagstukken 2.8 In figuur 2.4 zijn de afgelegde-weg-tijdgrafieken van een trein A en een trein B weerge- 
geven. De afgelegde weg sis een functie van de tijd t. 


Figuur 2.4 Afgelegde weg van de treinen A en B 


0 2 9 nn Sg Gne 


a Watis de gemiddelde snelheid van trein A 
en van trein B op het tijdsinterval [0, 6]? 

b Beschrijf in woorden het snelheidsgedrag 
van trein A en trein B. 

c Op welk(e) moment(en) hebben de trei- 
nen A en B dezelfde snelheid? 


2.9 Bewering: de vergelijking van de raaklijn (a, f(a)) van de grafiek van f is: 
y — f(a) = f'(a) - (x— а). 15 deze bewering juist? 
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2.10 Gegeven: de functie f(x) = 1x? 
Beweringen: 
a Devergelijking van de raaklijn aan de grafiek van f in A(4, 8) is: y= x + 4. 
Is deze bewering juist? 
b Devergelijking van de raaklijn aan de grafiek van f in B(-2, 2) is: у= -2x — 2. 
Is deze bewering juist? - 


2.11 We keren nog even terug naar het E - 
vollopende stuwmeer. De grafiek in Figuur2.5 De t, H-grafiek van het — E 
figuur 2.5 is getekend met een com- vollopende stuwmeer B B 
puterprogramma en met behulp van 1 
het functievoorschrift dat een goede H 
benadering is voor de waterhoogte in 200 : 


het stuwmeer, namelijk: $ 


ND 
0,005 + 4-! 

a Hoegrootis Hals је t = 1 en als je 
t= 8 invult in voorgaande formule 
voor H? Klopt dat met hetgeen in 
tabel 2.1 vermeld wordt? Komt de 50 
gegeven grafiek overeen met de 
resultaten van opdracht 12 

b Zijn er twee punten in de grafiek aan 0 
te wijzen waarin de raaklijn dezelfde 0 2 4 6 8t 
richtingscoéfficiént heeft? Wat weet je 
in die twee punten over de verande- 
ring van de waterhoogte? 

c In welk punt van de grafiek is de verandering van de waterhoogte per tijdseenheid het 
grootst? 


2.12 a Leiduit figuur 2.1 op p. 179 af dat de valsnelheid van de parachutiste op den duur 
(voor grote t-waarden) constant wordt. 
b Metwelke snelheid komt de parachutiste op de grond? 
2.13  Bewering: als de raaklijn aan de grafiek van f іп een punt P van ‘linksboven’ naar 
'rechtsonder' loopt, is f'(x) in P negatief. Is deze bewering juist? 


2.1.4 Twee standaardafgeleiden 


In paragraaf 2.1.3 hebben we gezien dat de afgeleide van een functie f(x) be- 


paald wordt volgens: 
ACI О) О ff) 
fe = lim = Han SSS 
dx лхо AX а-о Ax 


Omdat de afgeleiden van functies die tot een bepaalde categorie behoren, 
steeds weer op dezelfde manier worden berekend, bepalen we van de alge- 
standaardafgeleide mene gedaante van zo’n functie een zogenoemde standaardafgeleide. Met be- 
hulp van een standaardafgeleide kunnen we dan van elke functie die tot zo'n 
categorie behoort, op een eenvoudige manier de afgeleide bepalen. 
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Opdracht 


Wa. 
Als f(x) = c, dan is f'(x) = 0, want: i RE 
Af) с-с T 
О) = ——— йт 0) 
Ax20 Ах дхә0о Ах 


Verklaar dit aan de hand уап de grafiek van f(x) = с. 


Als f(x) = x“, danis f'(x) = a - х=" (œin R). 


We bewijzen deze regel niet. Wel werken we een voorbeeld uit. 
Kiezen we a — 3, dan volgt: 


f(x + Ax) — f(x) 


'(x) = lim 
ut Ax—0 Ax 
| 
l (x + Ax)? — x? 
— ]i ——————— 
Ax—0 Ax 


Door (x + Ax)? te schrijven als een merkwaardig product (zie paragraaf 0.1.2) 
óf door het binomium van Newton (zie paragraaf 1.2) toe te passen, Krijgen 
we: 


X3 + Зх2Ах + 3x(Ax)? + (Ax)? — x? 


LÀ = li 

die KE Ax 
= lim (3x?-- 3x - Ax + (Ах)2} 
Ax —0 
=3x? 


In figuur 2.6 is de differentie van x? 
aanschouwelijk gemaakt aan de hand 
van een kubus waarvan de zijde x aan- 
groeit tot x + Ax. De inhoud van de 
kubus neemt daarbij van x? toe tot 

(x + Ax)*. 


10 Ga na met welke volume-elementen uit figuur 2.6 de termen x?, 3x?Ax, 3x(Ax)? en 


(Ax)? uit voorgaande afleiding corresponderen. 
g 
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Vraagstuk 


differentieerbaar 


rechterafgeleide 


linkerafgeleide 


2.14 


Voorbeelden 2.3 
1 Als f(x) 7? x* danis f'(x) 2-4 - х3. 
-3 
2 Als f(x) = x? dan is f(x) = —3 - x74 EA 
3 Als f(x) 2 x danis f'(x) 2 1 - x9 1. 
1 1 
з is f'x)2—.x-3i- 
4 Als f(x) = Yx dan is f'a) == х SE 
Bepaal de afgeleide van: 
f(x) = x6 f Ки) = и° 
1 1} 
f(z) = yz h f(x) = х" 


3 ihv i = n 
па) (3) i f(X)2xV 
2 1 f(x) e 419 

Қ) = J2 


2.1.5 Het begrip 'differentieerbaarheid' 


Voorbeeld 2.4 
In vrijwel alle punten van de gra- Figuur 2.7 Grafiek van f(x) = |x?- 4| 
fiek van f(x) = |x? — 4| uit figuur 
2.7 bestaat f'(x) en is de raaklijn 
te tekenen; alleen in de punten 
х= Zen x=-2 is dat niet het ge- 
val: de linker- en rechterraaklijn 
vallen niet samen, dé raaklijn be- 
staat niet. 


Als de afgeleide f' van een functie f bestaat in een punt x= a, dan heet f 
differentieerbaar in het punt a; de limiet van het differentiequotiënt bestaat 
dan en dus ook de linker- en rechterlimiet daarvan, die bovendien gelijk zijn. 
Zie ook leereenheid 1.3. 


Voor f'(x) geldt dan: 

X Ax) — f(x 
lim Пею) , de rechterafgeleide, 
Ax lo Ax 
is gelijk aan 

X + Ax) — f(x 
lim fen fo) , de linkerafgeleide, 
AxTO Ax 


f(x + Ax) — Го) 


BEE i D= li 
en ze zijn beide gelijk aan f'(x) Шш A 
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:n"-———— T] 


Opdrachten 


Vraagstukken 


11 


12a 


2.15 


2.16 


2.18 


2.19 


In figuur 2.7 kunnen we zien dat de linkerafgeleide (de richtingscoéfficiént 
van de linkerraaklijn) in x = 2 gelijk is aan -4: links van x = 2 is immers 
f(x) = -x? * 4. 


Onderzoek hoe groot de rechterafgeleide is. 


De functie f(x) = |x? — 4| is dus niet differentieerbaar in х = 2 (en ook niet in 
x--2). 


Onderzoek of de functie f(x) = x + |х| differentieerbaar is in х = 0. 
Onderzoek of de functie f continu is. 


Tussen differentieerbaarheid en continuiteit bestaat een zeker verband. We 
zagen in de vorige opdracht dat een functie die continu is in х = a, nog niet 
differentieerbaar hoeft te zijn in dat punt; de grafiek kan daar bijvoorbeeld 
een 'knik' vertonen. Het omgekeerde is echter wél het geval. 


Stelling: 
Is een functie differentieerbaar in x = a, dan is de functie ook continu in 
xa. 


We bewijzen deze stelling niet. 


Bewering: als de afgeleide f’ van een functie f voor alle x in het definitiegebied gelijk is 
aan nul, dan geldt f(x) = constant voor alle x. 
Is deze bewering juist? 


Bewering: van een functie f is het linkerdifferentiaalquotiënt in х = a gelijk aan het 
rechterdifferentiaalquotiént in dat punt. Hieruit volgt dat f continu is in a. 
Is deze bewering juist? 


Bewering: als een functie f niet continuis in x= a, dan is f ook niet differentieerbaar in 
x=a. 
Is deze bewering juist? 


Bewering: de functie gedefinieerd door f(x) = |x — 4| is differentieerbaar. 
Is deze bewering juist? 


G als x= 0 


Gegeven is de functie f(x) = rm 
als x 


14e} 


We proberen een waarde voor cte vinden zodanig, dat f(x) differentieerbaar is in 
х= 0. 


1 
Voer de functie g(x) = TEE als x * 0 in, in een computeralgebrapakket. 
Laat de computer de volgende limieten uitrekenen: 
lim 


en lim ———— 
хто 1+ ех xto 1 +el/ 
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DN Ee ee à 2 2 


с Bepaalaan de hand van de uitkomsten over de continuïteit van g in x= 0 of f continu 
en/of differentieerbaar is in х = 0. 

d Bestaat er een waarde van c zodanig, dat f differentieerbaar is in x — 0? 

e Laat g(x) en g'(x) plotten door de computer. 


Samenvatting 


In deze leereenheid is het begrip verandering en het begrip gemiddelde rela- 


… Af) 
tieve verandering EV ter sprake gekomen. 


De waarde van lim 
Ax—0 


is de limietwaarde van de relatieve verandering 


van f(x) ten opzichte van Ax indien Ax willekeurig klein wordt. Deze limiet, 
| het getal f'(x), is de maat voor de relatieve verandering van f(x) in het punt 
! x. Als f'(x) bestaat in x = a, dan is de functie ook continu in x = a; maar een 
| continue functie in x = a hoeft niet differentieerbaar te zijn in x = a, denk 

| maar aan f(x) = |х|. 

Van twee eenvoudige functies is de afgeleide bepaald: f(x) = c en f(x) = x^. 
De begrippen ‘snelheid’ en 'richtingscoéfficiént' zijn voorlopig twee belang- 
rijke toepassingen van het begrip 'afgeleide'. 

Een merkwaardige notatie voor f'(x) is die van het differentiaalquotiént 


df) 
ERE We leren met dit quotiént omgaan in leereenheid 2.3. 
Toets 
1 
1 Bepaal het differentiequotiént van de functie f(t) = t + z op het interval 


П, 2]. 


f(x) 1 
2 Bepaal e f'(x) voor de functie f(x ) = – (х # 0) met behulp van de 
X 


d f(x Af 
definitie SCH = lim (0 : 
dx axso Ах 
3 We kijken nog eens naar de s, t-grafiek van de twee treinen A en B uit figuur 2.4. 


a Bepaal op het interval [3, 4] zo goed mogelijk, door aflezing uit de grafiek, de gemid- 
delde snelheid van trein B. 

b Maak aannemelijk dat de snelheid van trein B overal op het interval [3, 4] gelijk is aan 
de gemiddelde snelheid op [3, 4]. 

с Op welke intervallen reed trein B harder dan trein А? 


4 Gegeven: de afgeleide van een functie f is een constante, dus f'(x) = c. 
Bewering: de grafiek van f is een rechte door O. 


Is deze bewering juist? 


1 
5 Bepaal de vergelijking van de raaklijn aan de grafiek van f(x)=— (x + 0) in 
het punt P(1, 1). x 
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zu 


1 1 
Bepaal de afgeleide van: f(x) = x*; f(x) = ye; f(x) = m; fo) = ; Қ) Sg: 
х 


Векіјк nog eens de grafiek van de valweg s van de parachutiste uit figuur 2.1; де grafiek 
vertoont een kleine knik in het punt (6, 180). 

Is de functie s differentieerbaar in t — 6? 

Heb je een verklaring voor je antwoord? 


Gegeven is de functie f(x) = (x + 1)(|х| — 1). 
Schets de grafiek van f voor x > 0 en voor x < 0. Is f continu in x = 0? 
Is f differentieerbaar in x = 0? 


Test de ‘kennis’ van het computeralgebrapakket waarover je kunt beschikken door te 
vragen naar de twee standaardafgeleiden uit deze leereenheid (zie paragraaf 2.1.4). 
Het is niet zo bijzonder dat het programma de afgeleide naar x kan bepalen van 

10, 21, x? of x'?'. Wel bijzonder is dat het pakket de afgeleide naar x kent van het 
abstracte f(x) = c(of elk ander symbool dan x) en van x°. Probeer het maar! 

Sterker nog, het weet ook wat de afgeleide van x? naar ais, of zo je wilt de afgeleide 
naar x van a*. Probeer het maar weer. In de volgende leereenheid komen we onder 
meer de afgeleide van a* naar x weer tegen, nu zie je alvast wat de uitkomst is. 


Aanwijzing: 

Het differentiéren van functies is erg eenvoudig in elk van de computeralgebra- 
pakketten. Het is toch raadzaam in de helpbestanden de syntaxis op te zoeken en de 
voorbeelden goed te bekijken. 


Derive Author bijv. #1: F(x) := x^2, Calculus, geeft 2x 
Differentiate, #1, x, 1 1 
(NB: Geef je na de x bijvoorbeeld het getal 2, 
dan wordt het resultaat na één keer differentiëren 
nog een keer gedifferentieerd naar x; wat is dan 
het resultaat?) De afgeleide kan in Derive ook met 
behulp van één commando worden verkregen: 
DIF(x°2,x) of DIF(x^2,x,1) 
Maple diff (х^3,х); geeft 3x^2 
Mathematica D[x^4,x] geeft 4x^3 
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Leereenheid 22 


д ® ee 


De techniek van het differentiéren 


9 Uit de voorbeelden van het vollopende stuwmeer en de parachutiste is te 
Het geschatte aantal. zien dat we voor het bepalen van de afgeleide nog onvoldoende technieken 
SBU's voor deze beheersen. In deze leereenheid komen de afgeleiden van standaardfuncties 


leereenheid bedraagt ер rekenregels aan bod die je voor je verdere studie nodig hebt. Waar het 

19: nuttig en interessant is de rekenregels te bewijzen, zullen we dat doen; zo 
niet, dan laten we de bewijzen weg. 

Je hebt als voorkennis de rekenregels voor limieten uit hoofdstuk 1 nodig, de 
vaardigheden uit hoofdstuk 0 en uiteraard de inhoud van leereenheid 2.1. 


а=. а зь тън х= 


Opdracht 


Rekenregel 1 


afgeleide van c - f(x) 


Opdracht 2 


Rekenregel 2 


E 
Praktijksituatie — 
Gesteld: in een bepaald land neem 


wijl 
in dezelfde periode de opbrengst o(t) per he 


t pae 
de functie op = К. ( + х) . De totale oogstopbi 


TOOX(t) = a(t) - o(t). Hierin is t het aantal jaren dat verlo 
ber 1996. Sé 


Ga na wat de constanten cen k uit de gegeven praktijksituatie voorstellen, door t — 0 
in te vullen. Ga na dat na vijf jaar a een waarde heeft die inderdaad nog 95% van de 
beginwaarde c van ais. 


We willen de mate van groei — of terugval — van de gehele oogst gedurende 


de jaren ná 1996 leren kennen, en moeten daarom de afgeleide functie 


(= ТОО”) zien te vinden: 


d TOO da(t) - ot) T a(t + At) - o(t-- At) — a(t) - olt) 
dm dt E уд At 


Om dit soort problemen te kunnen oplossen, hebben we de rekenregels voor 
het differentiéren nodig. 


1 


2.2.1 Rekenregels voor het differentiéren 


Als g(x) = c:f(x), danis g'(x) = c- f'(x). 


Deze rekenregel bewijzen we niet exact. Het ligt nogal voor de hand dat 
€ - f(x) c-maal zoveel verandert als f(x). 


Voorbeeld 2.5 | 
1 Als f(x) = 5x*, dan is f'(x) =5 - 4x? 2 20x*. 2 | 
2 Als 0 - 8t /t , dan is f'(0 28-3 Jt = 12 f. Fu 
Bepaal de afgeleide van: 
К) = 5t? d f(9-3- 3х2 

4 2 \з 
f(x) = з e f(x) 24- (s) 
f(t) = ёе f ҚУ) =? - Ae? 


Als s(x) = f(x) + g(x), danis 5 (х) = f'(x) + g'(x). 
Als у(х) = f(x) — g(x), danis у(х) = f'(x) — g'(x). 
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Opdracht 


Opdracht 


Rekenregel 3 


Opdracht 


We bewijzen deze regel ook niet; de regel zegt dat de verandering van de som 
gelijk is aan de som van de veranderingen. 


Voorbeelden 2.6 
1 Als f(x) 2 x + x?, dan is f'(x) =1 + 4x2. 


D 


2 i 
2 Als f -:5-35 


6 
dans f!(03.-(—2)-t-3-(-3)-t-*- -—4— . 


Bepaal de afgeleide van: 
f(x) = -4Ax? + 5х2 + 2x + 1 


f(x) = x? + 2х2 d Қх) = 2x/x 


с f(x) = х5 + x? — 2x 


We bekijken de machtsfunctie (х) =х°. De afgeleide van f(x) is /'(х)=5х*. 
We kunnen f(x) ook schrijven als een product van twee machtsfuncties, bij- 
voorbeeld: f(x) = x? - x? 


Bepaal de afgeleiden van x? en van x? en ga na dat het product van deze twee afgelei- 
den niet gelijk is aan f'(x). 


De regel waarmee een product van twee functies wel kan worden gedifferen- 
tieerd, luidt: 


Als р(х) = f(x)-g(x), danis p'(x) = f'() - g(x) + f(x)-g'x). 

Deze rekenregel wordt de productregel genoemd. 

Als f(x) = x? - x* wordt gedifferentieerd met de productregel, dan vinden we: 
f (x)=2x - x? + х2. 3х2 = 2x! + 3x1 = 5x4 

Voorbeelden 2.7 


1 Als f(x)=x?(x+ 5), 
danis f'(x)-3x?(x- 5)+ x3.1— 3х3 + 15x? + x? = 4х3 15x? 


2 Als f(x)ex?(3x + 4), 
dan is f'(x)— 2x(3x-- 4) + x?. 3 = 6x? + 8x + 3x? = 9x? + 8x 


3 Als f() - 4x? Vr, 


danis f'(x)- 8x x + 4х2. LE - 8x /x ES 2x x - 10x /x. 
Xx 


Bepaal de afgeleide van: 


a f(x) =x(2x—3) d f(x = (2x4 + x?)3x? — 4) 
b (lz 3x?(9 +4) 


c f(X)-Q8? — x)(x? + 2) 


e f()203—2)- (x4 J» 
f Кх) = (х/х 3) - 2+1) 
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ke e 


Opdracht 


Rekenregel 4 


6a 


t 
In ons praktijkvoorbeeld volgt uit of =c- ( - mo) 


Met behulp van rekenregel 1: 


Met behulp van rekenregel 2 volgt: 


d/t 
aoe fO -o)l 


zodat 


"(Е d 
aem 700 


Op analoge wijze vinden we uit o(t) =k - ( + х) © 


а | 1 
o'(t -k.—|1-^ 
dt 20 


ofwel: 


Met behulp van rekenregel 3 vinden we voor de afgeleide van de gehele op- 
brengst: 


t JONG 
TOO са а ms 
Que (i- ux) 40 k (1+ 5) 100 
ofwel: 
NS | 


TOO'(t - c - : A 
GE E 4000 100 


Substitutie van t= 1 tot bijvoorbeeld t= 4 leert dat TOO' de eerste jaren na 
1996 nog positief is, wat een toenemende oogst betekent. Korte tijd later 
wordt echter een maximum bereikt, waarna de oogst blijvend afneemt. 


Bepaal de waarde(n) van t waarvoor TOO'(t) = 0. Ga ook na, welke waarde(n) prakti- 
sche betekenis heeft (hebben). 
Beredeneer dat cen k geen invloed hebben op de gevonden waarden van t. 


f(x) 
Als q(x) = —— ,danis: 
g(x) 


f'(x)-g(x) — f(x) :9'(%) 


940) = 920 


We bewijzen deze rekenregel; ook quotiëntregel genoemd, niet. 
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EEE 


c ww 


a 


Opdrachten 7 

8 

Vraagstukken 2.20 

| 2.21 


2.22 


Voorbeeld 2.8 
х?+3х—1 
Als feo- —2 D 
Gh (x—-2)2x-3)—-(x?-3x—1).1 x?—-4x-5 
Ee (х—2)? RENS 
p 5x?—9x—2 
Gegeven is de functie f(x) — qm 


Differentieer f door middel van de quotiéntregel, en vereenvoudig de uitkomst. 
Vereenvoudig de breuk eerst door middel van een staartdeling, zie (zo nodig) para- 
graaf 0.1.3, of door de teller te ontbinden in factoren en te delen door de noemer, en 
differentieer het resultaat. Je ziet nu dat de uitkornst gelijk is aan die uit a. 


Bepaal de afgeleide van: 


х+3 AN PS 
f(x) = c х) = У 
KEN х 
и+4 a Jy? 
о) = а Ку = —— 
Dese EE 
Bepaal de afgeleide van: 
t-1 
f(x) = 2x (ly) =s 
(9 g f() t-- 1 
f(x) = 7Yx 
AR 
Ку)у=т.у+?2 h f(x) 
J 2x? +3 
Қ) = V3 - x+ ух { A0) = (х2 + 3)(2х2 + 6) 
a+1 2 
f(x =—— + bx + 1 nai x +3 
A ! 2х2 +6 


f(t) = (t 1)( + 1) 


Bepaal de afgeleide van: 


3 [| = 
f(x) = x /x EN. с Ќу) = F 


1+ 


Oe а Mel 
UI qug VU TOM Vader 
Gegeven de functies: 3x34 12X24 x44 
f(x) = 3x? ДО оеш 
х+4 
Зх? 12x? 
EA 


Bewering: de functies f, g en h hebben dezelfde afgeleide voor alle waarden van x 
(x + —4). 
Is deze bewering juist? 
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2.23 


2.24 


G3 2.25 


G3 2.26 


a 


е г dp 
Als (voor een ideaal gas) geldt: pV = RT en RT is constant, bepaal dan av’ de 


afgeleide van p naar V. Tip: los eerst p op uit de toestandsvergelijking pV = RT en differen- 
tieer p naar V. 


d 
Wat stelt Zu , bij constante Ren T, fysisch voor? 


Bepaal de afgeleide van: 


t(t-- 1 
К) = 3t- 1 f Ch 
t- 
Ку = ау? + by + cy! + dy* 
ко (3432 t 
3 g maRYT т 
К) 5.0 
13-312 t 
h f(t) = ———— 


/ 


1 
f(t 2t. (e -+ sl 


t(t-- 1) 
t-1 


#0) = 


(33 Controleer de antwoorden even- 
tueel met een computeralgebra- 
pakket. 


We gaan in dit vraagstuk stapsgewijs de mogelijkheden na van een computeralgebra- 
pakket bij het toepassen van de tot nu toe behandelde rekenregels. 


Derive: Voer achtereenvolgens in: 
F(x):= 
G(x):- 
dif (F(x)*G(x),x) 
en Simplify. 
Maple: Indien je het commando a1ias gebruikt, kun je voor bijvoorbeeld een 
1 ingewikkelde vorm in Maple een andere naam afspreken. Zo kun je 
bijvoorbeeld met behulp van dit commando ook aangeven dat f en g 
functies van x zijn. 
Vervolgens bepaal je de afgeleide van het product van deze twee 
functies. 
»alias(f-f(x), 9=9(х)); 
»diff(f*g,x); 


Mathematica: DI[£[x]*g[x],x] 


Controleer met een computeralgebrapakket de somregel en de quotiéntregel. 
Bepaal met een computeralgebrapakket de rekenregel voor het product van drie 
functies. 


Gegeven de functie f(x) = x? — 3x. 

We gaan in dit vraagstuk stapsgewijs een aantal karakteristieken van de functie f 
opsporen. Je mag daarbij een computeralgebraprogramma gebruiken. 

Bepaal f'(x). 

Bepaal de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de grafiek van f in het punt (1, f(1)). 
Bepaal de vergelijking van deze raaklijn. 
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d Heeft de grafiek van f nog meer punten waarin de raaklijn horizontaal loopt? Zo ja, 


welke? 

Los op: f'(x) > 0 
Los op: f'(x) « 0 
Los op: f(x) = 0 


zuo 


Schets de grafiek van f op [-4, 4]. 


2.27 Вемегіпд: de afgeleide van de functie f(x) + g(x) + x? - h(x) is f'(x) + g'(x) + 2x Bis 


Is deze bewering juist? 


Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) 


Wie Leibniz alleen wiskundige noemt, doet hem 
groot onrecht aan, want hij was veel veelzijdiger. 
Hij was een universele geleerde: in de eerste 
plaats filosoof en wiskundige, maar daarnaast 
ook natuurkundige, jurist, invloedrijk diplomaat, 
theoloog en historicus. In bijna al deze hoe- 
danigheden komt zijn naam nu nog voor in de 
huidige studieboeken. 

Gottfried Wilhelm Leibniz werd in 1646 in Leip- 
zig geboren als zoon van een jurist. Als kind 
leerde hij zichzelf Latijn en Grieks. Hij studeerde 
aanvankelijk filosofie en rechten en promo- 
veerde toen hij 18 jaar oud was. Hij schreef een 
briljant essay over onderwijsmethoden bij de 
rechtenstudie. 

Op theologisch gebied trachtte hij luthersen, 
calvinisten en rooms-katholieken tot elkaar te 
brengen. Zijn jarenlange inspanningen leden 
ten slotte schipbreuk op het leerstuk van de on- 
feilbaarheid van de paus. 

Daarbij voerde hij een enorme briefwisseling: in 
de bibliotheek van Hannover zijn 15.000 brieven 
aan ongeveer 1.000 personen bewaard geble- 
ven. Hij schreef met ongelofelijk gemak, helder 
en elegant en meestal, om door velen gelezen te 
kunnen worden, in het Frans of het Latijn. 

Hij stichtte in 1700 de Berlijnse Academie van 
Wetenschappen, waarvan hij zelf de eerste presi- 
dent werd. 

De betekenis van Leibniz voor de wiskunde is 
buitengewoon groot geweest, in de eerste 
plaats door zijn ontdekking van de differentiaal- 
en integraalrekening, ergens tussen 1673 en 
1676. Op 29 oktober 1675 gebruikte hij voor 
het eerst het moderne integraalteken, een uitge- 
rekte S, de eerste letter van het Latijnse woord 
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summa (som). Een paar weken later schreef hij Е 
differentialen en differentiaalquotiénten zoals wij 
het thans nog doen. Onze definitie van de diffe- 
rentiaal van een functie (zie leereenheid 2.3) is 
van hem. 

Zijn eerste publicatie over differentiëren stamt 
uit 1684, in de Acta Eruditorum, het tijdschrift dat 
hij in 1682 had opgericht. Veel van de elemen- 
taire rekenregels voor het differentiëren (uit 
hoofdstuk 2) zijn van Leibniz afkomstig. 

Zijn laatste levensjaren werden bedorven door 
de strijd over wie het eerst de differentiaal- en 
integraalrekening had gevonden, hij of Newton. 
Hij viel hierdoor in ongenade bij zijn begunsti- 
gers. Men vertelt zelfs dat, na zijn overlijden in 
1716, zijn trouwe secretaris de enige was, die 
hem naar zijn laatste rustplaats begeleidde. 
Thans neemt men algemeen aan dat Newton en 
Leibniz de nieuwe rekenwijze onafhankelijk van 
elkaar hebben ontdekt. 


atgeleide van f(x) = 
sin xen f(x) = cos x 


Opdrachten 9 


10 
11 
12 


afgeleide van 
f(x) = "log x 


Opdracht 13 


Opdrachten (33 14 


15 


Vraagstukken 2.28 


2.29 


2.2.2 Vervolg standaardafgeleiden (1) 


Als f(x) = sin x, dan is f'(x) = cos x. 
Als f(x) = cos x, dan is f'(x) = -sin x. 


De bewijzen laten we achterwege. In de volgende opdracht gaan we even na 
dat het klopt. 


Teken de grafieken van de sinusfunctie (sin x) en de cosinusfunctie (cos x) onder elkaar 
in assenstelsels, waarin de schalen op de X-as en de Y-as overeenkomen. Laat zien dat 
in de punten x= } m, x = п, х = 3m en x = 2 de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan 
de grafiek van de sinusfunctie gelijk is aan de waarde van cos x in die punten. 


Bepaal met de productregel de afgeleide van f(x) = sin? xen ook van g(x) = cos? x. 
Bepaal de afgeleide van f(x) = tan x met behulp van tan x= ze ; 

Bepaal de afgeleide van de afgeleide van sin(x). 

Als f(x) = *log x, dan is f'(x) = > - Sloge. 


We bewijzen deze rekenregel niet. 


Beredeneer dat deze f'(x) ook gelijk is aan 
x 


Kiezen we als grondgetal voor de logaritme g = e, dan gaat deze regel over in: 
dinx 1 


dx x 


Plot de grafieken van de functie f gedefinieerd door f(x) = ?log x én zijn afgeleide 


f'(x) = 


In2 door middel van een computer, en constateer de correctheid van hun 
x In 


samenhang door de ‘helling’ (de tangens van de hoek die de raaklijn met de positieve 
X-as insluit) aan de grafiek van f op het oog te schatten. 

Aanwijzing: let erop, dat de schalen langs de X-as en de Y-as gelijk zijn. 

Plot de grafieken van g(x) = *log xen zijn afgeleide g'(x) en verklaar de symmetrie ten 
opzichte van de grafieken uit de vorige opdracht. 


COS X 
Bepaal de afgeleide van cotan х= —— en onthoud het resultaat. 
sin X 


Bepaal de afgeleide van: 


In x 
f(X) = — с f(x) = tan? x 
х 
d f(x) = xinx— x 
sin t 
AD) ry 
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Kettingregel 


f(u) = 2tanu g Ќи) = *log (u") 
f(u) = „Bu h Ки) = sin? и + cos? u 


Bepaal met behulp van een computeralgebrapakket de afgeleide van: 
f(x) = sin (3x) 


b f(x) = 2. tan (4х) 


f(x) = "log (sin x) 
2 
f(x) = cos (7x) + sin É) 
X 


De verklaring vind je in paragraaf 2.2.3. 


2.2.3 De afgeleide van samengestelde functies 


In paragraaf 1.1.3 hebben we gezien dat uit elementaire functies zoge- 
noemde samengestelde functies kunnen worden opgebouwd. Zo is de 


: SES m C 2 
functie u(x) = ух? — 1 te schrijven als u(x) = yy met у= x? — 1 . In deze рага- 
graaf leiden we af, hoe dergelijke functies kunnen worden gedifferentieerd. 


$ du Au Au Au Ay 
We willen — = lim — berekenen. Uit — = — · — volgt: 
dx лхо Ах Ах Ay Ax 
du Au Au Ay 2 Ee 
— [= Dm cm - lim — (vijfde rekenregel voor limieten) 
ах ax2o0 AX лх—о Ay Ax—-0 Ах 


In ons geval geldt altijd dat als Ax — 0, ook Ay — О gaat. 
We krijgen dus: 
dul Mea ue, Ar du dy 


Deze regel heet de kettingregel. 


Voorbeeld 2.9 
Voor onze u = J/x?— 1 а х2=1епи= Jy , geldt dus: 
du du dy 1 


X 
ах ау dx B "YE CHINE CERE 


We differentiëren dus eerst alleen de wortelfunctie en laten x? — 1 ongemoeid 
en daarna differentiëren we pas de functie (x? — 1). 


Voorbeelden 2.10 
1 Vooru(x)- (x? + 1)? geldt dat u = уз, met y= x? +1. 
We krijgen dus: 
du du dy 
= -3y?.3x?-3(x3- 1)?. 3x? = 9x?(x? + 1)? 
Та e rU eebe H 


We differentiéren dus eerst alleen de derde macht en daarna pas de functie 
(x? + 1). 
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Opdrachten 


Opdrachten 


19 


20 


2 Voor u(x) = sin (3x) geldt dat u = sin y met y = 3x. 
We krijgen dus: 
du du dy 


dx dy dx СОБА 


3 Voor u(x) = cos (x? + 5) geldt dat и = cos y met y 7 x? + 5. 
We krijgen dus: 


du du dy 
Erde ntes A y):2x- -2x. sin (x? + 5) 


4 Voor u(x) = /x? — 4 geldt dat u = Jy met у= x? — 4. 
We krijgen dus: 


du du dy 1 Se Zu 
—-———.——-——2.3x?- 
dx dy dx 2 Jy 2433-4 
5 Voor ft In(x? + 1) geldt d '(x) 2 2, a 
oor f(x) = In(x e 15: f'(x) = 2х = 
) 5 usi х?+1 х?+1 


We differentiëren dus eerst alleen de In-functie en daarna pas de functie 
(6 ab tb) 


Er is steeds sprake van een keten van differentiaties, die worden uitgevoerd op 
de functies waaruit de samengestelde functie is opgebouwd. Daarbij wordt de 
functie die het laatste heeft gewerkt, het eerst gedifferentieerd. We werken 
dus steeds van buiten naar binnen. 
Bepaal de afgeleide van f(x) = (Ил) 
1 


В | de afgeleid men 
epaal de afgeleide van g(p) UTE 


Bepaal de afgeleide van h(p) = (In (1 + р))?. 


Voorbeeld 2.11 

Is u samengesteld uit drie functies, zoals u(x) = sin!? (3x), dan werken we ook 
één voor één de functies waaruit u(x) is samengesteld, af (pas op: sin!? (3x) 
betekent (sin(3x))!9): u = y!9, y = sin (z) en z = 3x. 

u(x) is dus de tiende macht van de sinus van 3x. In die volgorde differentië- 
ren we dus ook; eerst alleen de tiende macht, dan de sinus en dan 3x; for- 
meel: 


du 

dx 10(sin? (3x)) - cos(3x) - 3 = 30(sin? (3x)) - cos(3x) 
X 

Bepaal de afgeleide van u(x) = 2 - (5) . 


Bepaal de afgeleide van u(x) = x /1 — 2x. 
Aanwijzing: gebruik de productregel én de kettingregel. 
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Vraagstukken 2.31 


с wv 


a 


2.32 a 


B 2.33 


afgeleide van f(x) = a* 
(a>0) 


Opdracht 21 


b 


Bepaal de afgeleide van: 
f(x) = 3x/x g f(x) = (2x? — x? + 4x 3) 
К) = (t?  t- 15? h f(p = 3(р+ 24/р) 7? 


f(x) = J3x—5 i f()-xJ/7--2x? 


f(t) = In (sin 2) lop (+2) 
р 


1 
f(w) = sin — 
w 


1 
f(x) = 1п5 (х); Letop: In*x = (Inx)5 S end 


Bepaal de afgeleide van f(x) = Іп |х], door apart voor x> О (f(x) =In(%)) en voor x < C 
(f(x) = In (—х)) de afgeleide te bepalen. 


f(x) = (x? — 498 
f(x) = tan 20x 
x-2 
2х+3 


f(p) = Jp? + sin Sp)? 


Verifieer met een computeralgebrapakket de kettingregel. 


f(x) = 


2.2.4 Vervolg standaardafgeleiden (2) 
Als f(x) = а^, dan is f'(x) = a* - In a, voor a > 0. 


We bewijzen dit met behulp van de kettingregel als volgt: 
y-a*—lny-lna*—ny-7x-lna 


Links en rechts differentiéren levert: 


Substitutie van y — a* geeft nu: 
da* 
dx 


—-a*.lna 


Voorbeelden 2.12 
1 Als f(u) = 10", dan is f'(u) = 10" - In 10. 
2 Als f(u) = 107", dan is f'(u) = 10^" - In 10 - (-1). 


Bepaal de afgeleide van: 


5x а 
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user 

Opdracht 22 

Opdrachten 23 
24 

Afgeleide van 

f(x) = arctan x 

Opdracht 25 


Rekenregels 


Een heel bijzondere situatie treedt op als a =e: 
de* 
dx ` 


In woorden: de functie f(x) = е^ heeft zichzelf als afgeleide!! 


e*-Ineze* 


Voorbeelden 2.13 
1 Als f(u) 2 u - e", danis f'(u) » 1. e" u-e"—(1-u) - e". 


1 ia -1 2 
2 Als f(w) =т= : бап1з ПО ` - In2. 


1 
3 Als f(t) =t? - e-*t , danis f'(t) 2 2t - e*t 4 t? . et. (57) 


A 


en, na enig rekenwerk, f'(t) = ё. e^t. Ё - 5). 


2 е? 


Ф 
Bepaal de afgeleide van f(p)=— + е 
ее 9, 


Voorbeeld 2.14 


3 
Als f(x) = arcsin (3x), dan is f'(x) = Kmec? 
1-9x? 


Bepaal nu de afgeleide van f(x) = arcsin 7x en van f(x) = arcsin Ух. 


Zoek іп paragraaf 1.1.6 ор hoe de grafiek van de functie f(x) = arcsin x eruit ziet en 
vergelijk de waarde van de richtingscoëfficiënt van de raaklijn in x= 1 en x= -1 met de 
waarde van respectievelijk f'(1) en f'(-1). 


Als f(x) = arct ,danis f'(x) = А 
s f(x) = arctan x, dan is f'(x) ee 


Voorbeeld 2.15 


Als f(x) = arctan Jx, dan is raj ce RUE 


X 2 
Bepaal de afgeleide van f(x) = arctan 3 envan f(t)= 5 - arctan (5) x 


Overzicht van standaardafgeleiden en rekenregels 
Bij het differentiëren gelden de volgende rekenregels voor differentieerbare 
functies fen g. 


1 Als g(x) = c- f(x), danis g'(x) = c-f'(x). 


2 Als s(x) = f(x) + g(x), danis s'(x) = f'(x) + g'(x). 
Als v(x) = f(x) — g(x), danis v'(x) = f'(x) — g'(x). 


3 Als р(х) = f(x)-g(x), danis p'(x) = f'(x): g(x) + f(x): g'(x). 
f(x) л Eg) - fg) 
4 Als q(x) = 209 danis q'(x) = WE у . 
5 #(9(х))' = f'(gC9): g'(x) 
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Vraagstukken 


2.34 


Standaardafgeleiden 


UL / 


Bepaal de afgeleide van: 
CH KEA oe c f(x) 2 x-arcsin x+ /1— x? 
f(x) = 4?* d f(q)= a 


Bepaal de afgeleide van cos 5x, cos? (5x) en e«o*^5» , 
Bepaal de afgeleide van 2-", In (27* + 1) en In? (2-* + 1). 
Bepaal de afgeleide van arctan x, arctan 2x en sin(arctan 2x). 


Bepaal de vergelijking van de raaklijn in het punt: 
(e, 1) aan de grafiek van f(x) — In x. 


"od 
(5 ^? ) aan de grafiek van f(x) = cos x. 


(1, e) aan de grafiek van f(x) = е^. 


Schets de grafiek van de functie f(x) = e*. Kies een willekeurig punt x, op de X-as. 
Teken in het punt (xo, ехо) van de grafiek van f de raaklijn. Deze raaklijn snijdt de X-as 
in x,. . 

Bewijs dat x, = x, + 1. 


Ga na welke van de functies f(x) = —e*, g(x) e", h(x) = 3xen f(x) = e* + 1 óók gelijk 
zijn aan hun eigen afgeleide. 


De luchtdruk p boven het aardoppervlak op hoogte h wordt gegeven door: 
p(h) = p(0) - ет” (kis een positieve constante). 
dp(h) dp(h) 
Bereken dh en toon aan dat: 3m Е p(h) (1). 
Is de volgende bewering op basis van (1) juist? 
De verandering van de luchtdruk veroorzaakt door een hoogteverschil is afhankelijk 
van de luchtdruk ter plaatse. 
Is de volgende bewering juist? 
Hoger in de lucht neemt bij stijging de druk sneller af dan aan het aardoppervlak. 
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2.40 a 
b 
c 
2.41 
a 
b 
ЕЭ 2.42 
a 
b 
c 
d 
e 
1 
2 
3 
4 


Bepaal de precieze afgeleide van de functie s uit het ‘geval’ van de toepassing van de 
parachutiste; doe dat voor t in (0, 6) en voor t in (6, — ) afzonderlijk. 

Met welke snelheid landt de parachutiste ongeveer? 

Is de s-functie in t = 6 differentieerbaar? Toon dit nu aan door berekening van 


lim s' en lim s'. Heb je een verklaring voor je antwoord? 
+6 (Т6 


In vraagstuk 2.11 in leereenheid 2.1 is de waterhoogte H in het stuwmeer als functie 
van t gegeven. 

Geef de afgeleide van H(t) en noem deze H'(t). 

Vul in H'(t) de t-waarden 0, 4 en 8 in en vergelijk dit met de stand van de raaklijn aan 
de grafiek van H(t). 


We beschouwen de praktijksituatie van deze leereenheid: 
Definieer in een computeralgebrapakket de functies 


t | yt Се: : 
alt) = с ( x en o(t) - k- ( + L) voor respectievelijk de beschikbare 
hoeveelheid hectaren landbouwgrond en de opbrengst per hectare. Hierin is t het aan- 
tal jaren dat verlopen is sinds 31 december 1996. 

Definieer de totale oogstopbrengst TOO(t) = a(t) - o(t). 

Substitueer zelf gekozen waarden voor cen voor k, rekening houdend met hun prakti- 
sche betekenissen. 

Plot de functies a(t), o(t) en TOO(t) gedurende 10 jaar en laat zien dat na vijf jaar a een 
waarde heeft die nog 95% van de beginwaarde van a is. 

Differentieer de functie TOO(t) en bepaal wanneer de totale oogstopbrengst minimaal 
is. Laat zien dat dit moment onafhankelijk is van de gekozen waarden voor cen voor К. 


Samenvatting 


In deze leereenheid heb je kennisgemaakt met de standaardafgeleiden en de 
regels van het differentiëren; tevens heb je een indruk van de toepassingsge- 
bieden. Daarbij is het de kunst om de rekenregels steeds handig op de 
standaardafgeleiden toe te passen. Je hebt ook wel gezien dat de kettingregel 
de spil is waar alles om draait en dat je die steeds vaker en meer intuïtief bent 
gaan toepassen. Bij het primitiveren in hoofdstuk 4 heb je de kettingregel 
weer nodig. 


Toets 


Bewering: Als f(x) = 1x? en g(x) = arctan x, dan geldt: (1 + Р(х): g'(x% = 1. 
Is deze bewering juist? 


Bepaal de afgeleide van f(x) = x? - “log 2x. 


sin22t 


Bepaal de afgeleid f(t) m === 
P geleide van sf} cos t — sin Ё 


Bepaal de afgeleide van f(t) = e™' (cos t — sint). 


2.2 De techniek van het differentiéren 209 


5—€———— в 


Gegeven is de functie f(p) = sin 20. 
Bepaal f'(p) met behulp van de kettingregel. 


b Bepaal f'(@) door sin 2p te schrijven als 2 sin e cos c. 


Welke bekende goniometrische formule vind je nu als je de resultaten van a en b aan 
elkaar gelijkstelt? 


Een benadering voor de toestandsvergelijking van een gas met volume V, 
temperatuur Ten druk pis (p + a/V?) - V — RT. Neem R, aen T constant. 


Druk Vuit npe 1 bepaa і 4 


dV 
Omschrijf in eigen woorden wat aps voorstelt. 
p 


Een massa aan een veer kan een uitdempende trilling volgen waarvan de uitwijking u 
op tijdstip t > 0 gegeven wordt door u(t) = 8 - 2—91“. sin(20t) [cm]. 
Wordt de uitwijking van de massa wel eens gelijk aan 8 cm? 


d 
Hoe groot is de snelheid v(t) = van de massa op tijdstip t — 0? 


Wanneer is de snelheid van de massa voor het eerst gelijk aan 0? Gebruik eventueel een 
computeralgebrapakket. 


In het volgende gaan we een aantal krommen tekenen uitsluitend door het trekken 
van een aantal van hun raaklijnen. 

De vergelijking van de raaklijn door het punt (x,, y,) van een kromme wordt gegeven 
door y = y, = f/(x,)(x = x,). Teken (plot) in één figuur op het interval [-3, 3] zoveel 
mogelijk raaklijnen aan de parabool y — f(x) = x?. 


b Doe hetzelfde voor de functie y = sin хор het interval [-6, 6]. 


Idem voor de functie у = e* op het interval [-5, 3]. 


Aanwijzing: 

In dit en het volgende vraagstuk is het handig in een computeralgebrapakket rijen met 
functies als termen te kunnen maken. 

Derive heeft hiervoor het vector-commando (zie help). 

Maple kent het commando seq. . . ) (zie help). 

Mathematica heeft het commando Table[...] (zie help). 

Deze rijen functies kunnen vervolgens als een geheel in één figuur geplot worden. 


Een normaal in een punt van een kromme is een loodlijn op de raaklijn aan de kromme 
in dat punt. Je krijgt verrassende effecten als је een serie normalen op een kromme te- 
kent. Loodlijn en raaklijn aan één punt maken een onderlinge hoek van 90°. Met be- 
hulp van deze eigenschap is de formule voor de normaal in een punt (x,, у) eenvou- 
dig af te leiden. Leidt deze formule af en teken (plot) in één figuur zoveel mogelijk 
normalen op het interval [-3, 3] аап de parabool y = f(x) = х2. 

Herhaal dit voor de krommen uit vraagstuk 8b en 8c, en misschien weet je zelf nog een 
functie die een leuk effect geeft. 
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I^. 
ke: 


Het aantal studie- 
belastingsuren 
bedraagt ongeveer 8. 


Deze leereenheid bevat enkele losstaande onderwerpen, waaruit een keuze 
gemaakt kan worden afhankelijk van je studierichting. 
In de vorige leereenheid heb je geleerd te differentiéren. Daarbij hebben we 
gezien hoe een functie f, differentieerbaar op een zeker interval, de afgeleide 
functie f' opleverde. In bijna alle gevallen is deze afgeleide opnieuw te diffe- 
rentiëren in alle punten van het interval, waarbij de tweede afgeleide, 

d /df d?f 

dx 


d = ——- ,ook genoteerd als f ? of f", ontstaat. Is f" ook weer 
х 


dai 
differentieerbaar, dan levert het differentiéren van f" de derde afgeleide 


Slingerproef 


CURA ЕСГ ffo f"o voort. S igeh e afgeleid 
le йуз of f 9? c.q. p, enzovoort. Sommige hogere afgeleiden 
hebben een meetkundige of fysische betekenis, zoals we nog zullen zien. 

Als een functie van meer dan één onafhankelijke variabele afhangt, en we 
naar één van die variabelen differentiëren, spreken we over partiële afgeleiden. 
In deze leereenheid willen we nog wat gaan werken aan functiewaarde- 
benaderingen met behulp van de afgeleide functie; nu we de maat voor de 
verandering van f(x), f'(x) beschikbaar hebben, moeten we Af(x) zelf toch 
ook snel kunnen bepalen. 

Ten slotte leren we y' ook te bepalen in die gevallen waarbij een functie niet 
expliciet ( = ontvouwen of ‘uitgepakt’, zoals y = f(x) =...) gegeven is, maar 
impliciet ( = ingepakt, bijvoorbeeld door de vergelijking y - sin (ху) = 1 + х). 
Als voorkennis heb je vooral de techniek van het differentiëren nodig. 


In 1851 voerde de Franse natuurkundige Jean B.L. Foucault de beroemde naar 
hem genoemde slingerproef uit. In de koepel van het Pantheon te Parijs hing 
hij een lange slinger op die aan het uiteinde voorzien was van een zware sta: 
len kogel. Het vlak waarin de slinger zich bewoog, bleek na verloop van uren 
te draaien in tegengestelde richting als waarmee de aarde om haar as draait. 
Daarmee was de aardrotatie aangetoond, en daar was het Foucault om te doen. 
Het principe wordt direct duidelijk als je je voorstelt dat het experiment aan 
één van de polen zou worden uitgevoerd. Het slingervlak staat stil en de aarde 
draait eronderdoor. In Parijs ligt een en ander ingewikkelder, maar het prin- 
cipe is hetzelfde. 

Natuurlijk zocht Foucault niet voor niets zo’n hoog gebouw als het Pantheon 
op; zijn slinger moest uren in beweging blijven en daarvoor is een grote slin- 
gerlengte noodzakelijk. Galilei had al 250 jaar eerder aangetoond dat de massa 
van de kogel en de grootte van de uitwijking geen invloed hebben op de duur 
van de slingering; alleen de lengte telt. 


We houden nu verder de opstelling van Foucault in gedachten om de verge- 


| 
| 
| 
| 
| 
Praktijksituatie 
lijking van de slingerbeweging af te leiden. 
| 
| 


Om het verband tussen de periodetijd T (de duur van één volledige slingering) 
en l te leren kennen, stellen we de bewegingsvergelijking van de kogel met 
massa т ор aan de hand van figuur 2.10. 


Hierbij gaan we uit van de wet van Newton. Een kracht F (force), uitgeoefend 
op een lichaam met massa т, geeft daaraan een versnelling a (acceleration) 
volgens de relatie: 


F=m-a 


per tijdseenheid gaat. Dus: 


dv ds 
а= ү? deafgeleide van de snelheid v. In leereenheid 2.1 zagen we dat у= 35 
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Het woord 'versnelling' geeft aan dat het om de verandering van de snelheid 


Opdracht 1 


Mathematische slinger 


Samengevat: 
5 dv d /ds d?s 
miami || =de 
d dE. аан 
We passen de wet van Newton toe op de slinger. De zwaartekracht G die de 
kogel ondervindt - zijn gewicht — ontbinden we op de in figuur 2.10 aange- 
geven wijze; alleen de component G - sin 0 is hierbij van belang voor de 
slingerbeweging. We beperken ons tot kleine uitwijkingen: de kracht 
С · sin Ө is dan bij benadering gelijk aan С - 0, maar wel in negatieve zin, 
want de kracht is tegengesteld aan de uitwijking 0! (Als 0 positief is, is de 
kracht G - 0 naar links gericht, dus negatief. Als 0 negatief is, is de kracht naar 
rechts gericht, dus positief.) 


Ga na waarom С. sin 0 gelijk is аап С. 0 voor kleine Ө. 


Wanneer we deze benaderingen toepassen, en alle wrijving verwaarlozen, 
spreken we van een ‘mathematische slinger’. Zo komen we tot: 
С - sin 8 Goe) У 
a = ——————— = ———— (Gin radialen!) 
т т 


of, met G = m - g (gis de versnelling van de zwaartekracht): 
a—-g-sin0--g-60 Ш 


We willen пи graag een eenvoudige vergelijking voor de slinger met daarin 
alleen 6 en t. Die vinden we als volgt. 
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| 
\ 
| 
| 
| 


Voor de afgelegde weg s geldt (zie figuur 2.10): 
=1.0=1.5іп ө 
zodat: 


Combinatie van [1] en [2] levert nu: 
а20 
— Eer, 0-0 
аи 


Opdracht 2  Alsg- 10 m/s? en/— 40 m, laat dan zien dat 9 = sin (0,5 - t) een oplossing is van ver- 
gelijking [3]. 


2.3.1 Hogere afgeleiden 


Voorbeeld 2.16 
Gegeven is de functie f(x) = x? + 2x + 5. Door differentiëren vinden we: 


dr 
EE 
dx 


d а? fx) 
Nogmaals differentiéren geeft: 


2 
х? 


211409) 2, 


Opdracht 3  Ganaof f nog verder te differentiëren is en bepaal, zo mogelijk, de waarden van TG), 
f""(x), enzovoort. 


Voorbeeld 2.17 
Gegeven is de functie f(x) =1п |х| (x #0). 


din|x| 1 


WE 


dr x 
Hieruit volgt voor x # 0: 


Ё?) = – E 
x? 


f 9x) = 2 
x? 


2.3 
f*x) = - 


х^ 
ШЕКЕ UD Co п 


Р") = 
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Opdracht 


Opdracht 


Opdrachten 


Vraagstukken 


2.43 


2.44 


Do o 


Controleer of de gegeven formule voor n = 4 inderdaad fx) oplevert. 
Bepaal f(x) met behulp van de formule voor f(x). 


Voorbeeld 2.18 
Gegeven is de functie f(x) = sin x. Differentiëren levert: 


f= cos x= sin(x 7) 
2 

[2(х) = -sin x=sin(x+2 . 3 
[®(х) = -cos x= sin(x+3 . 2 


Bepaal zelf nog enkele hogere afgeleiden van f(x) = sin x en geef een algemene uit- 
drukking voor de n-de afgeleide. 

2 
We zien ook, dat de functie f(t) = sin t voldoet aan 


d?f 
dt? 


vermoeden, dat een oplossing van [3] zou künnen zijn: 


—;- —f, dusaan 
dt? f 


+f=0. De overeenkomst van deze vorm met [3] doet (terecht) 


0 = Ө ыу. sin (К: t) [4] 


waarin Ө de grootste uitslaghoek is, en k één of andere constante. 


max 


2 


d 
Bepaal, uitgaand van [4], zy e en substitueer het resultaat in [3]. 


NTS 0 
dt? 


Druk nu k uit in gen /. Constateer vervolgens dat een mogelijke oplossing van [3] is: 


«0 =. in JS is 


Ga na of: 


O(t) = Omax ` cos NE t [6] 


óók aan [4] voldoet. 
Bepaal f@(x) als f(x) = tan x. 


Gegeven is de functie f met D, = R en gedefinieerd door: 


cosx (х<0) 
f(x) = | 
1 (xz 0) 


Teken de grafiek van f en beantwoord met behulp van f’, f? en f® de volgende 
vragen: 

Is f overal continu en differentieerbaar? 

Is f' overal continu en differentieerbaar? 

Is f" overal continu en differentieerbaar? 

Is f" overal continu en differentieerbaar? 
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—ÓrRá 


LT 


2.45 Geef een algemene formule voor f(x) als f(x) = e?". 


2.46 Gegeven is de functie f die als volgt gedefinieerd is: 


2sinx (-ivzxz0) 
f(x) = 4 —x? 2х (0<х=1) 
1х2 2х2 + 3x-] (1<х=4) 


а 15 f overal continu en differentieerbaar? 
b Is f' overal continu en differentieerbaar? 
c Is f"overal continu en differentieerbaar? 


2.47 Gegeven is de betrekking za = 1 + a?z. 
d?z 
Bepaal da? (bepaal eerst z als functie van a). 
а 


а?у 
2.48 Bepaal ч als: 
а y=(x?+1)} 
b y= VX+1 
d?y 
2.49 Bepaal di als: 
a у= іп |5x| 
b y-xe* 


2.50 a Gana, dat: 


0(t) - De - sin Lë -t+ «) 
- $us [sn y * t COS а + cos SE tsina) [7] 


óók aan (3) voldoet. 

b Druk de periodeduur T van de slinger uit in len g. 

c Verklaar waarom Foucault een zware kogel toepaste, terwijl m toch niet in de uitdruk- 
king voor T vóórkomt. 

d Сапа hoe lang de slinger volgens de uitdrukkingen [5], [6] en [7] in beweging blijft en 
verklaar je antwoord. 

e Bepaalde waarde van a, waarbij [7] overgaat in [5]. 

f Bepaalde waarde van a, waarbij [7] overgaat in [6]. 


2.3.2 Partiële afgeleiden 


In voorgaand slingerprobleem beschouwden we de tijd min of meer stilzwij- 
gend als de enige onafhankelijk variabele; Гер g stelden we ons als constan- 
ten voor; g is een vaste constante, maar l is vrij te kiezen. De variabele 6 
hangt dus ook van laf, zoals uit de oplossing voor 6 blijkt. Andere voorbeel- 
den van grootheden die van meer dan één onafhankelijke variabele afhan- 
gen, zijn: 
— de druk p van een afgesloten hoeveelheid gas, die van volume V en tem- 
peratuur T afhangt; 
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partiele afgeleide van 
f(x, y) naar x 


— delengte van een file die afhankelijk is van de verkeersintensiteit, het 
aantal rijstroken en de snelheid van de auto's bij het ontstaan van de file; 

— de elektrische spanning op een condensator, die van de lading еп de capa- 
citeit afhangt; 

- detemperatuur van het badwater, die afhangt van de temperatuur van het 
toegevoerde water, de temperatuur van de omringende lucht, de tijd ver- 
streken sinds men het bad liet vollopen, enzovoort. 

— de uitwijking van een trillende snaar, die afhangt van de plaats op de 
snaar en het tijdstip. 


Van grootheden die van meer dan één variabele afhankelijk zijn, gaan we nu 
de afgeleide bepalen. } 
б 
fi 
Partiële afgeleiden van de eerste orde А 
Figuur 2.11 laat een grafische voorstelling zien van een functie f, waarbij een | 
afhankelijke variabele z afhangt van twee onafhankelijke variabelen x en y: ; 
z= f(x, у). De punten (х, у, 2) vormen een gebied in de ruimte: het functie- i 
vlak W. Denken we y tijdelijk constant en gelijk aan yọ, dan hangt z alleen | 
уап x af en hebben we alleen nog met het vlak V te maken dat de Y-as snijdt d 
in y = yo. (V is in figuur 2.11 transparant getekend). De snijlijn k van V met 

het functievlak W is nu de grafiek van de functie z = f(x, yo). Aangezien dit 

een gewone functie van één variabele x is, kunnen we hiervan op de gewone 

wijze de afgeleide naar x bepalen. Maar omdat f een functie van twee varia- 

belen is, waarvan we er tijdens het differentiéren één (y) constant denken, 

spreken we hier van een partiéle afgeleide van f(x, y) naar x. 


of (x, у) 


De notatie hiervan is: . (Letin de notatie op de ronde d's: à.) 


functievlak W 


In plaats van aan y hadden we ook aan x een constante waarde x, kunnen 
toekennen (zie ook figuur 2.10). Er is nu sprake van een functie z = f(x, y). 


2.3 Hogere en partiële afgeleiden, differentialen en impliciet differentiëren 217 


partieleafgeleidevan Als we deze z-waarden naar y differentiëren met x constant dan spreken we 
f(x, y) naar y 5 of (x,y) 
over de partiéle afgeleide van f(x, y) naar y: o 


ду 


Г Voorbeeld 2.19 
OT, dz óf(x, dz 
{| PEE r AE луз en R LES GAP 
à дх ду ду 
j Opdracht 8 B | oz x | 2 sin 3 
| рагас epaal — en 5 als z = x? sin 3y. 
Voorbeeld 2.20 


We bekijken een met snelheid у naar rechts lopende sinusvormige golf, bij- 
voorbeeld in een koord of in een kanaal, zie figuur 2.11. De uitwijking u, 
dwars op de voortplantingsrichting, is afhankelijk van de plaats x (langs het 
koord of het kanaal) en van het tijdstip t. De formule is: 


E | EN wales 
dans кг; | SCH ма-а (ZE (:-5)) 


SE rns X du 2m: A 2m i x 
| i ї--|| en —=— os|—-|t-- 
NEED v дх sep T v 


ias" ac | 
ГОЧ EM T 
La 
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Opdracht 


Opdracht 


Opdracht 


10 


11 


E situatie ten tijde 
t > ti 


ðu 
Ga na wat 5; in bijvoorbeeld x, fysisch voorstelt bij de lopende golf. 


Voorbeeld 2.21 
Voor een ideaal gas geldt dat de druk p afhankelijk is van het volume V en de 


R.T óp R.T др R 
temperatuur T: p(V, T) 2 —— 3 === en == 


óp 
Ga na wat av fysisch voorstelt. 


Voorbeeld 2.22 


fay) =tan - #0) > 


uno. tod 
SR Dë 
cos? G) g 
y 
of(x, y) e 
Bepaal voor de functie f uit voorbeeld 2.22. 


Hogere partiéle afgeleiden af of 
In de voorbeelden zien we heel duidelijk dat e en ai zelf opnieuw 


functies van x en y zijn. Men kan deze functies weer partieel naar x en/of 
naar y differentiéren. Op deze wijze ontstaan vier partiéle afgeleiden van de 
tweede orde: 


д [02 922 
—|— |, geschreven als — 
óx \дх dx? 


022 


д (92 
— | |, geschreven als 
ду \dX дудх 
д [92 922 
— | — |, geschreven als 

dx \dy dxd, 
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022 


д [02 
== E , geschreven als — . 
ду ду 


ду 
Voorbeeld 2.23 
2= f(x,y) = GEI be 
д7 6хуз dz 
OY 
дх y d 
022 EK 
EF = 6y? E 
dx дхд 
022 2 

= 18ху2 Ze, 
дудх д 

ajii OEZ 
Dat = 


дудх дхду 


is geen toeval. Indien de partiële afgeleiden van de eerste 


en tweede orde van een functie f bestaan en continu zijn, geldt algemeen: 


Eigenschap 922 GES 


дхду дудх 


De stelling van Clairaut Deze eigenschap heet ‘de stelling van Clairaut'. 


dz dz 
Vraagstukken 2.51 Bepaal — en — als: 
дх ду 
a 2= ху 


b z-x!ty e y^ x 


€ z=arcsin ху 


1 


e = Xy? 

f z-sin? (ху) 
9 2=у" 

h zze* 


2.52 We hebben gezien dat voor een lopende golf de uitwijking u gegeven wordt door: 


72 X du 2т.А 2m x\ 
u(x, t) 2 A-sin| lt ) ed Z- - COS [t H 
I У at T T v 


o i д?и 
a Bepaalnu — . 
P at? 


д?и 
b Ergeldt: prs u. Bepaal k. 


2.53 Bepaal: 2e 250 еп dag als: 
ðb’ ac? àbàc 
b 
a CED 
b a=b-sinbc 


c а= e*.sinc 
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B 
d а = arctan | — 
c 


2 2 
е ema 


Opdracht 12 


2.3.3 Differentialen 


In deze paragraaf gaan we proberen om de verandering van f(x), dus Af(x), 
met behulp van zijn afgeleide f'(x) te benaderen. De afgeleide is immers een 
maat voor de relatieve verandering, dus dat moet lukken. 


Af(x) 
Beredeneer nog eens dat PAN f'(x) als Axin de buurt van 0 komt. 
A 


Dus geldt ook, voor kleine waarden van Ax, dat Af(x) = f'(x) - Ax. 


Joseph Louis Lagrange (1736-1813) 


Joseph Louis Lagrange werd in 1736 in Turijn 
geboren. Als zoon van een Franse cavalerie-offi- 
cier en een Italiaanse moeder had hij de Franse 
nationaliteit. Zijn vader was, vóór hij met specu- 
leren veel verloor, een welgesteld man. Dat Jo- 
seph niets erfde, beschouwde hij meer als geluk 
dan als pech. Later bekende hij: “Als ik ееп for- 
tuin had geérfd, zou ik waarschijnlijk mijn geluk 
niet ingezet hebben op de wiskunde." Dat dit 
hem echter goed afging, is zeker, want op zes- 
tienjarige leeftijd (sommige historici plaatsen 
hier een vraagteken) werd hij tot hoogleraar in 
de wiskunde benoemd in Turijn. 

Op negentienjarige leeftijd schreef hij zijn hoofd- 
werk 'Mecanique Analytique' (analytische me- 
chanica), dat hij echter pas op 52-jarige leeftijd 
publiceerde en dat een wetenschappelijk ge- 
dicht werd genoemd (Hamilton). 

Gedurende zijn hele leven heeft Lagrange veel 
erkenning voor zijn werk gekregen. In de jaren 
van 1764 tot 1788 won hij vijf door de Franse 
Academie van Wetenschappen uitgeloofde prij- 
zen. Eén van de problemen die hij op briljante 
wijze oploste, was de vraag waarom we vanaf de 
aarde nooit de achterkant van de maan kunnen 
zien. 

Frederik de Grote van Pruisen nodigde hem aan 
zijn hof. Met niet geringe eigenwaan maar tege- 
lijkertijd met erkenning luidde de uitnodiging: 
"De grootste koning van Europa wenst aan zijn 
hof de grootste wiskundige van Europa.” De 
aanvankelijke achterdocht van zijn Duitse 
collega’s veranderde al gauw in waardering, niet 
in het minst door zijn grote bescheidenheid. 

Na de dood van Frederik werd hij aan het hof 
van Lodewijk XVI uitgenodigd, waar hij een ap- 
partement in het Louvre kreeg. Vermoedelijk 
door zijn langdurige en zeer intensieve arbeid 
was hij echter zeer depressief geworden. Zelfs de 
speciale aandacht van Marie Antoinette, die 


hem scheen te begrijpen, baatte niet. De Franse 
Revolutie van juli 1989 schudde hem echter 
wakker. Na de revolutie werd zijn hulp ingeroe- 
pen om de chaos in de vele Franse maatstelsels 
te lijf te gaan. Onder zijn leiding kwam het me- 
trieke stelsel tot stand dat thans overal ter wereld 
is ingevoerd. Dankzij hem rekenen we met een- 
heden volgens het SI-stelsel (Système 
International) met een factor 10 als basis. 
Lagrange formuleerde het criterium voor het 
bepalen van maxima en minima van functies (zie 
leereenheid 2.5) en onderkende het belang van 
Taylorreeksontwikkelingen (leereenheid 2.4). 
Toen Napoleon, die zijn wiskundeleraren op de 
militaire academie adoreerde, in 1799 aan de 
macht kwam, benoemde hij Lagrange tot 
grootofficier in het Legioen van Eer met de 
woorden: "Lagrange is de alles overstijgende 
piramide van de wiskundige wetenschappen.” 
Na een kortstondige ziekte stierf Lagrange in 
1813 in Parijs. Hij kreeg een staatsbegrafenis. Hij 
ligt begraven, samen met andere ‘grote man- 
nen’ uit de Franse cultuur, wetenschap en poli- 
tiek, in het Pantheon in Parijs, een paar straten 
verwijderd van het graf van Descartes. 
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differentiaal dí(») 


Voorbeeld 2.24 

De inhoud van een kubus met ribbe x [m] heeft een volume V van x? [m?]. 
Als de ribbe x van 2 m met 1 cm toeneemt (Ax — 0,01 m), dan neemt V bij 
benadering toe met V'(x) - Ах= 3х2. Ax -3- 4- 0,01 = 0,12 mè. 


Voor de benadering f'(x) - Ax van Af(x) is in de wiskunde een notatie gere- 
serveerd: we noemen f'(x) - Ax voortaan d f(x), de differentiaal van f(x), bij 
zekere waarde van Ax: 


df(x) = f'(x) Ax DI 


De grootheid Ax noemen we de differentiaal van x, we schrijven Ax = dx; 
df(x) en dx zijn daardoor eindige grootheden ongelijk nul, die niets te ma- 


d f(x) 
ken hebben met de d f(x) en dx van het differentiaalquotiënt 
Dat betekent dat we [1] kunnen schrijven als: 
df(x) = f'(x) - dx [21 
In figuur 2.12 zijn df(x) en 
Ax — dx in de grafiek van f weer- Figuur 2.12 Meetkundige betekenis van 


gegeven. In de figuur zien we dat: de differentiaal df (x) 


df(x) = f'(x) - dx 
= (ап (9) - dx 


=рС 
We zien dat als dx klein is, df(x) 
een goede benadering is van 
Af(x). Vaak is df(x) gemakkelijker 
te berekenen dan de werkelijke 
aangroeiing Af(x) . 


Voorbeeld 2.25 

Iemand construeert een holle bol met een inwendige straal van 1 dm en een 
wanddikte van 0,05 dm (zie ook figuur 2.13). Hoeveel dm? materiaal heeft 
hij ongeveer nodig volgens de berekening met behulp van de differentiaal van 
het volume V? Hoeveel materiaal is exact nodig? 


Oplossing: 
De ongeveer benodigde hoeveelheid materiaal dV is: 
d> TR? 
dV a dR А ак = 4тК? . ак 
= dR D = = 4T. D 
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aw IPS 


Opdracht 


Rekenregels 


13 


Substitutie van onze getallen levert: 
dV = 4v - 12. 0,05 = 0,62832 dm’. 


Als we de exact benodigde hoeveelheid 
materiaal willen weten, dan moeten we de 
volgende berekening maken: 


AV S 1 + 0,05)* = па 
= zut O Weer 


4 
=сүш- 0,157624 = 0,66026 
= 0,66026 dm? 


De relatieve fout bedraagt dus slechts circa 596. 
Deze fout wordt kleiner naarmate dR kleiner 
wordt genomen. De kracht van de benaderings- 
formule dV voor de exacte waarde AV is hiermee 
wel aangetoond. 


Bereken hoeveel cos х ongeveer afneemt als x toeneemt van Le tot (17 + 0,001) rad. 


De rekenregels voor differentialen volgen direct uit de rekenregels 
voor het differentiëren (c is een constante): 


1 d{f(x) + g()) =d f(x) + dg(x) 
2 d{f(x)— 9(х)} =d f(x) – dg(x) 
з а{с. f(x}=c: df(x) 
4 d{f(x)- 9(х)} = f(x) - ад(х) + g(x) - df(x) 
(55) g(x) - d f(x) — f(x) - dg(x) 
5 d = 
д(х) g(x)? 
6 а{с}=0 


De totale differentiaal 


De differentiaal dz van functies z = f(x, y) van twee onafhankelijke variabelen 
x en y heet totale differentiaal, omdat hij — bij benadering — het totale effect 
aangeeft van de veranderingen van z, veroorzaakt door de veranderingen dx 
en dy afzonderlijk. 

Uitgaand van het punt Р(х, yo) in het XY-vlak van figuur 2.14 laten we eerst 
x toenemen tot x + dx, waarbij y = yo constant blijft. Dan zal z exact aan- 
groeien tot z + (Az),, maar bij benadering tot z + (dz),, waarin 


of (x, 
(dz), = Moe - Ax 
Ва af(x, Yo) 
We mogen ook schrijven: (dz), — BET dx, want dx = Ax. 


Zouden we, weer uitgaand van hetzelfde punt P(xo, yo) (zie figuur 2.14), niet 

x maar y laten aangroeien tot у + dy (met x = х), dan zou 2 exact aangroeien 

tot z + (Az), en bij benadering tot z + (dz),. Nu geldt echter dat 

9f (Xo, y) Of (Xo, Y) 
y dy 


(dz), = Ay of (dz), = dy. 
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Doen we beide, dat wil zeggen, laten we x aangroeien tot x + dx en tevens y 
H tot y * dy, dan is de totale functiewaardeverandering — nog steeds bij benade- 
І ring - gelijk aan de som уап de partiéle benaderingen: 


I 
| T of(x, y) of (x, y) E 
D dy 


= (dz), + (dz), — IFA dx + 


| totale differentiaal Deze dz wordt de totale differentiaal genoemd. 

| Het begrip ‘differentiaal’ is zonder meer uit te breiden tot functies van een 
willekeurig aantal onafhankelijke variabelen, zolang de desbetreffende diffe- 

rentiaalquotiënten maar bestaan. 

Is 2 dus een functie van vier onafhankelijke variabelen x, y, u en v, dan geldt: 


| 
H 
{ 


: Voorbeeld 2.26 
А = (2х+у)йх+хау+аг. 


Bepaal de totale differentiaal van t(x, у) = x? - sin y + у. cos х. 
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Opdracht 


Vraagstukken 


15 


2.54 


2.55 


2.56 


2.57 


2.58 


2.59 


2.60 


Oplossing: 
We gaan uit van de ideale gaswet p - vs 
de gasconstante per mol en п de hoeveelh: 
tievelijk de temperatuur en het volume vóór. dei 
met: Nc 

др др п.К E 


R 
Ета Laver = 
dp ES у, dT EN 


Bepaal Az en dz van de functie z = 3x + 2y. Wat valt je op? 


Bereken bij benadering de hoeveelheid zeepsop in een zeepbel met een straal van 
10 cm en een wanddikte van 0,001 cm. 


Een holle ijzeren pijp heeft een lengte / van 1 meter en een inwendige straal R van 
5 cm. De ijzeren wand is 2 mm dik. 
Bereken, bij benadering, het aantal kubieke centimeter ijzer van de pijp. 


De slingertijd van een slingerklok wordt gegeven door de formule: 


[ Р 
T- 2n Y: ү: 
9 A 


Hoeveel minuten per dag gaat de klok, die aanvankelijk de juiste tijd aanwees, achter- 
lopen als / met 196 in lengte toeneemt? 


dT dT 
Aanwijzing: Al — 0,01/, bereken daarmee dT = E dl, daarna T en vervolgens de i 
afwijking per 24 uur. : ; 


Bereken dz als: 
Z= PCOS — ysinq 


x 
z = arctan (5) 
Y 


Bereken dz als: 
z(x, yu v) -— x2y? — uyv 
xsin y 


z(x,y, u, v) = 
u cos V 


Bereken met behulp van het begrip ‘totale differentiaal’ van een functie van twee 
variabelen: 
4 . In(1,002 - 0,996) 


43,99 · 4,02 


(1,97)? - е®%о! 


CC QW E a 


Voor de uitslaghoek 9 van een (mathematische) slinger met lengte / bij een 
zwaartekrachtsversnelling g geldt: 


1 
6= — ô max ` COS Ki ) 
9 


zodat 0 = —0 max op het tijdstip t = 0 
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Opdracht 


16 


b 


Bepaal d6 bij constante len g, dus met t als enige onafhankelijke variabele. Hoe groot is 
d6 voor t= 0? 

Bepaal d8 als men, vanaf een zeker tijdstip, / varieert van / tot / + dl. Hoe groot is dan 
d6 voor t = 0? 

Men vergroot de lengte /van de slinger met een stukje d/in een tijdsinterval dt. 
Bepaal nu de totale differentiaal d 9 voor willekeurige tijdstippen t en op t = 0. Becom- 
mentarieer je uitkomsten. 


2.3.4 Impliciete functies van één variabele 


Bij de functies van één onafhankelijke variabele hebben we ons tot nu toe 
steeds beziggehouden met functies van de vorm y = f(x). Hierbij werd y dus 
expliciet in x uitgedrukt. 

Dikwijls wordt het verband tussen de afhankelijke variabele y en de onafhan- 
kelijke variabele x echter impliciet gegeven in de vorm: 


F(x, y) = 0 


Dit is bijvoorbeeld het geval bij de vergelijking van de rechte lijn 


2 2 


‚2 ‚2 


2x + 3y—6=0, bij de vergelijking van de ellips УТ Е Ges 1, enzovoort. 


x? 2 
Bepaal F(x, y) als de ellips 4 + 5 = 1 geschreven wordt als F(x, у) = 0. 


De vergelijking van de rechte lijn 2x + 3y — 6 = 0 kunnen we heel gemakke- 
lijk expliciet schrijven: 
y2-$:x42 


Bij de ellips krijgen we in expliciete vorm: 


x? 
EN 
y 4 


Hier staat y nu wel expliciet, maar vanwege het +-їеКеп is er blijkbaar дееп 
sprake van een functie. (Men spreekt wel van een tweewaardige relatie.) Er 
bestaan ook vergelijkingen van de vorm F(x, y) = 0 die in het geheel niet te 
schrijven zijn in de vorm y= f(x) of x = p(y), bijvoorbeeld 

y5 — 7xy — 18x? = 0. Er bestaan echter wél (x, y)-waarden die aan de laatste 
vergelijking voldoen, bijvoorbeeld (1, 2). 


Voor alle y-waarden en hun bijbehorende x-waarden die aan F(x, у) - 0 
d 
voldoen kunnen we weer z proberen te bepalen. 
x 
d 
Indien F(x, y) = 0 een relatie of functie bepaalt, is ds als volgt te vinden. 
дЕ дЕ 
Uit z = F(x,y) еп uit dz- —ах + —dy volgt, als z = F(x, у) = 0, dat dz - 0, 
9х ду 
дЕ д. 
dus 0=— їх+ — dy 
dx ду 


дЕ 
zodat voor elk punt (x, y) waarvoor Ze +0 geldt: 
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impliciet 


Vraagstukken 2.61 


2.62 


G3 2.63 


дЕ 
ау dx 
dx ab nl 


De voorwaarden waaronder deze procedure geoorloofd is, maar waar we ver- 
der niet op ingaan, zijn: 
1 F(x, у) іѕ continu in x en y. 
aF дЕ 
== enc Zij Continu 
JX dy 


З Er bestaan punten (х, y) die voldoen aan F(x, y) = 0. 


Voorbeelden 2.28 JE 


ER EA әх 2 
х,у) = 2х+3у-6= —-- --- 
) ) Pi A 


ду 
2228 pe d lx 9x 
2 EC =. RE 
4 9 dx Ey 4y 


dx 


x? +у2 = 4 а у+— = 0 
AN 


V X 4- у= sin xy e хау» + x*y* = ab 


е + x?y = 10 


d d 
Bepaal z uit 2.61a en 2.61d ook door y expliciet in x uit te drukken en daarna z 
X 


te berekenen. 


In een rivier is op een onbekend tijdstip op een onbekende plaats een onbekende 
hoeveelheid van een giftige stof geloosd. 

Voor het modelleren van het transport van gif in de rivier doen we een aantal aanna- 
men. We verwaarlozen de effecten van zijrivieren, andere lozingen, regenval en ver- 
damping. We beschouwen de rivier als een lange rechte geul met een constante 
dwarsdoorsnede en een constante stroomsnelheid. Onder die vereenvoudigde aanna- 
men is er een formule beschikbaar die de concentratie C(x, t) [kg/km?] van het gif ten 
gevolge van een lozing van een hoeveelheid stof in een rivier beschrijft: 


Hierbij is x de afstand tot de plaats van de lozing (gemeten in kilometers langs de rivier) 
en t de tijd verstreken sinds het moment van de lozing (gemeten іп uren). De constan- 
ten G, 5, ven D staan achtereenvolgens voor de geloosde hoeveelheid van deze 

stof [kg], voor de oppervlakte van een dwarsdoorsnede van de rivier [km?], voor de 
(gemiddelde) stroomsnelheid van de rivier [km/uur] en voor de diffusieconstante van 
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de geloosde stof (dit is een maat voor het gemak waarmee deze stof zich in water ver- 
spreidt) [km?/uur]. 

Bereken de plaats waar op tijdstip t > 0 de concentratie van het gif zijn maximale 
waarde aanneemt. Bepaal daartoe de partiële afgeleide van C(x, t) naar x, stel deze 


gelijk aan nul en toon met het tekenoverzicht van 
in x — vt. 

Bepaal de hoogte van dit maximum als functie van de (nog onbekende) tijd t die sinds 
het ogenblik van de lozing verstreken is. Constateer dat het maximum afneemt in de 
loop van de tijd en verklaar dit verschijnsel. 


aan dat C(x, t) maximaal is 


Samenvatting 


Vier min of meer losstaande onderwerpen passeerden de revue in deze leer- 
eenheid. 

Hogere afgeleiden spelen in allerlei toepassingen (kinematica, statica) en bin- 
nen de wiskunde een belangrijke rol. Ook de meetkundige betekenis is bruik- 
baar in de volgende paragraaf en de komende hoofdstukken van dit boek. 
Het bepalen van hogere afgeleiden is een kwestie van gewoon 'door-differen- 
tiéren'. 

In de praktijk zijn grootheden vaak van meer dan één variabele afhankelijk. 
Bij het differentiëren van die grootheden kun je maar één ding tegelijk doen: 
het differentiëren naar een van die variabelen en de andere onafhankelijke 
variabelen constant denken. 

De differentiaal d f(x) = f'(x)dx is een handige manier om functiewaarde- 
veranderingen te benaderen. 

De totale differentiaal van een functie van meerdere variabelen is ook een 
benadering van die functiewaardeverandering, veroorzaakt door een (kleine) 
wijziging in de onafhankelijke variabelen. 

Het impliciet differentiëren, dat technisch gezien neerkomt op partieel diffe- 
rentiéren, pas je toe als het functievoorschrift y = f(x) niet bekend is of ver- 
stopt in een vergelijking. De y' die je dan vindt, is weer de richtings- 
coëfficiënt van de raaklijn aan de kromme, als y (lokaal) een functie is van x. 


Toets 
Bepaal de vierde afgeleide van f(x) = In(1 — x). 
Een punt P (1, NE) ligt op de cirkel x? + y? = 4. Maak een tekening. P’ verkrijg je als 
je P over de cirkel een stukje naar rechts opschuift. De y-coördinaat van P” is 0,01 klei- 
ner dan die van P. Hoe groot is bij benadering de x-coórdinaat van P'? 
dz ES Р bo. 
Bepaal m en 5 als z — xy? + sin yen laat voor deze functie de geldigheid 
X у 
van de stelling van Clairaut zien. 
Gegeven is de functie z — xy. 
dz дх 
Bewering: voor deze functie geldt: CT MUR 


д2 ` 
Is deze bewering juist? 
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Bepaal dz als 2 = x? In y — y sin x. 
dy 

Bepaal — alse” + (xy)* = 1. 
dx 


Bereken met een totale differentiaal: arctan((1 ,01) - (0,998)?). 


We beschouwen f(x) = e~™* voor x = 0. Deze functie wordt in de buurt van x = 0 goed 
benaderd door de rechte lijn y, = 1 — x. 

Over welk interval is de benadering goed tot op 1096, dat wil zeggen wijkt de benade- 
ring niet meer dan 1096 af van de werkelijke waarde? 

Je moet nu proberen f(x) = е^ voor x = 0 beter te benaderen, door de functie 

yı = 1 — xte vervangen door y; = 1 — х + ax? Bepaal, door voor de verschillende 
waarden van a de functie y, te tekenen (plotten) (dus op het oog), de waarde van a 
waarbij у, een betere benadering is dan y, en wel over een groter interval dan gevon- 
den in onderdeel a. Over welk interval is de benadering nu goed tot 10%? 

Vervang nu y; door y, = 1 — x + ax? + bx?. We handhaven de gevonden waarde 
voor a. Vind nu proefondervindelijk die waarde van b waarvoor geldt dat y, een betere 
benadering is dan y,. Over welk interval is de benadering nu goed tot 10%? 
Aanwijzing: Als je het moeilijk vindt om de grafieken van f en y; van elkaar te onder- 
scheiden, maak dan een grafiek van f(x) — у; met een vergrote schaaleenheid іп de 
verticale richting. 

Herhaal de procedure door het toevoegen van een nieuwe term cx*, daarna een term 
dx5, enzovoort. 
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De studielast wordt 
geschat op 7 SBU's. 


erenti 


We hebben de belangrijkste principes van de differentiaalrekening nu be- 
sproken, zodat je allerlei functies zonder grote problemen kunt differentië- 
ren. Ook kun je met deze kennis vooruit in de elementaire toepassingen uit 
de beroepspraktijk. 

Voor het simpelweg bepalen van de functiewaarde van sommige elementaire 
functies ontbreekt je tot nu toe echter het wiskundig gereedschap: zonder 
calculator of computer is bijvoorbeeld sin 53° door opmeten met behulp van 
een gradenboog niet nauwkeuriger dan tot op 1% te bepalen. Ook een com- 
puter zal sin 53° op een of andere manier moeten berekenen. 

In het eerste deel van deze leereenheid, namelijk in de paragrafen 2.4.1 en 
2.4.2, bekijken we hoe wij, en de computers, allerlei functiewaarden efficiënt 
en met vooraf bepaalde nauwkeurigheid kunnen berekenen. Hierbij passen we 
de differentiaalrekening dan dankbaar toe binnen de wiskunde zelf. 


| 


Opdracht 


Om functiewaarden van f(x) te berekenen, gebruiken we benaderings- 
formules die ook in x zijn uitgedrukt. Een heel eenvoudig voorbeeld dat we 
eigenlijk al kennen, is de benadering van sin x door: sin х = x voor kleine x. 
x3 x5 x? 
Leibniz vond in 1673 dat arctanx« x-— 4 —-— . 
Ska: A 
Het kan handiger zijn met dit soort benaderingsfuncties te werken dan met 
de (ingewikkelde) functie zelf. 
Een tweede wiskundige toepassing van de differentiaalrekening komt aan de 
orde in paragraaf 2.4.3. Het betreft de berekening van bepaalde limieten, zo- 
als 
4 - arctan (и) — т 


lim GU 4: die met de stamlimieten niet te bepalen zijn. 
и 1 и— 


Praktijksituatie 

Zowel mensen als computers kennen in wezen maar een klein aantal reken- 
bewerkingen, namelijk: (op)tellen en aftrekken (negatief optellen) en daarmee 
ook: vermenigvuldigen (= herhaald optellen), delen (= herhaald aftrekken) 
en machtsverheffen met een gehele exponent (= herhaald vermenigvuldi- 
gen). Ook een rekenmachine moet het daarmee doen en toch sin 53° en 
arctan 7 kunnen uitrekenen. 

We beperken ons voorlopig tot de vraag: hoe bepaalt een rekenmachine nauw- 
keurig de waarde van sin 53°? Het antwoord luidt: door f(x) = sin x zo goed mo- 
gelijk te benaderen door een zogenoemde machtreeks van de vorm: 


sin х= ag ax t Egal [1] 


— waarbij dus uitsluitend optelling, vermenigvuldiging en machtsverheffing 
plaatsvindt; 

— waarbij de waarden van de coëfficiënten a, nog nader moeten worden 
vastgesteld. 


Het blijkt nu dat dit inderdaad mogelijk is; in dit hoofdstuk zullen we zien 
dat: 
NN 


sin (х) 2x — з! + ЕП - 7 + enzovoort. 


x? 
Schets de grafiek van sin x en die van x— € zo nauwkeurig mogelijk, of teken deze 


met een rekenmachine, en constateer dat de overeenkomst in de buurt van x = 0 heel 
aardig is. 

x3 x5 x? 
In figuur 2.15 hebben we sin x en x — — - ——— 

8 6 “120 5040 
dergebracht. De overeenkomst met sin x op het interval (—7, п) is frappant en 
we zullen zien hoe eenvoudig zo’n benadering met hogere afgeleiden van sin x 
is af te leiden. 


in een tekening on- 


Helemaal nieuw is deze benaderingswijze niet, want uit de theorie van de 
a 

rijen en reeksen weten we dat a +ac+ ac? + ac? +ac* +... T (lcl < 1). 
—c 
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> grafieken van sin x en enkele benaderingen 


Voora-lenc-xlevert dat voor-1«x < 1: 


1 
Cl E ALEXX Ht... 
1-x 1 


Ook hier benadert een reeks in x een functiewaarde, te weten: Ime 


У 2.4.1 Dereeks van Maclaurin 

| We veralgemenen ons probleem en vervangen sin x uit [1] door f(x) еп gaan 
op zoek naar een formule voor f(x) die bestaat uit een reeks van machten 
van x: 


f(x) = ag ax ax? a4x? + а„х%+ а„х5 +... [2] 


«чик. à. 


Links en rechts differentiéren van [2] geeft: 
f'(x) = а, +2а,х+Зазх2 * 4a,x? + 5а;х* +... 


Verder differentiéren geeft: 


f?(x)972a,*3-2a4x*4.3a,x?-* 5-4a,x? +... 
f9(3)73-2a4*4-3-2a,x* 5-4-3a,x?- ... 
f(x) = 4:3 .2а,+5.4.3.2а;х+... 


enzovoort. 
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Opdracht 


Opdracht 


reeks van Maclaurin 


machtreeks van sin x 


Door in de regels hiervóór x — 0 te substitueren, vinden we gemakkelijk de 
waarden van а„: f(0) = ge? f'(0)=a,; f?0)—21-a5; f9(0) 53! - a; 
f **(0) = 4! - a,, enzovoort, zodat: 
f ^0) 
Boc cS (Kk — 1,2535 entac DH [3] 


f'^(0) 


Laat zien dat ook a, te schrijven is als a, — 
‘f nul keer gedifferentieerd’. 


met = 0, als we f9 opvatten als 


Merk op dat de coëfficiënten van de machtreeks [2] geheel worden bepaald 
door de waarde van de functie fen van zijn afgeleiden in één punt, namelijk 
x=0. 

Deze reeks heet daarom ook een veeltermontwikkeling rond x = 0. 


Samengevat: 


f'(0) f"(0) 
f) fO) eX . 


хэв. [4] 


Hierbij ligt x in een omgeving van х = 0. 


Het is zeker niet noodzakelijk dat f(x) een goniometrische, logaritmische of exponen- 
tiële functie is. Pas [4] eens toe op de functie f(x) = 1 + 3x + 10x? en bepaal voor 
deze f(x) de waarden van Oo, a, en a. 


Het rechterlid van [4], de machtreeks rond х = 0, wordt ook wel de reeks van 
Maclaurin genoemd, naar Colin Maclaurin (1698-1746), een eerste gebruiker 
van deze reeks. 

We keren nu weer even terug naar het oorspronkelijke probleem en bepalen 
de Maclaurin-reeks van f(x) = sin x. 


Voorbeeld 2.29 
De bepaling van de Maclaurin-reeks van f(x) = sin x gaat als volgt: 


f(x) =sinx = f(0) =0 > =O 
f'(x) =cosx = f (0) =1 > а = 
Р(х) =-sin x = [2(0)=0 а5=0 
zi 
Р(х) —-cos x > [®(0)=-1 = MS 
NC) =зшх 5 (O0 > a,-0 
1 
f9(x) =соѕ х > f60)21 > d 


enzovoort. 


In de buurt van x — 0 geldt dus inderdaad dat de machtreeks van sin x gelijk 
is aan: 
x? x5 x7 


ETS EE [5] 
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H 
H 


eT 4 


— ШАССИ Үү БАКА. 


ar 


es ss 


ij staa kelijk in radialen, en voor het omrekenen 
aar radialen moet т nauwkeurig bekend zijn. 
orlopig pig stellen we even: 53° == 0,925025 rad. De reeks uit (5) met slechts 
ermen levert dan al: sin 53° ~ sin (0,925025 rad) = 0,798600; een reken 
machine geeft: sin 53° — 0,7986355. 


Opdracht 4 Bepaal de Maclaurin-reeks van f(x) = cos x. 


Het bepalen van een machtreeks om х = 0 voor f(x) = In x lukt niet, omdat f 
en al zijn afgeleiden voor x = 0 niet bestaan. Maar bij f(x) = In(1 + x) lukt het 


wel: 
f(x) = In(1 +x) > ag-f(0)-In1-20 
1 f(0 1 
х= gym—————z-1 
тах ые T 
f X0) 1 1 
DX) = — m» (pm 
DS Ten? Qr De 22 
Opdracht 5  Maakzelfde afleiding af en laat zien dat in de buurt van x = 0 geldt dat de machtreeks 
van In (1 + x) gelijk is aan: 
Machtreeks van Int + х) х 3х2 3x3 1х4... 16) 


In + x) 
Het aantal termen dat we ‘meenemen’ moet uiteraard beperkt en liefst zo 
klein mogelijk zijn. In figuur 2.16 is het effect van het 'afkappen' van de 
reeks te zien voor f(x) = cos x. 
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m a aN an 


Opdracht 


machtreeks van 


arctan x 


Opdracht 


Opdrachten 


Overigens is de benadering door slechts de eerste vier termen van de reeks 


т 
voor bijvoorbeeld х= 3 nog bijzonder nauwkeurig: 
T T 05 
Ё 3 = COS E S 


[T 
f (5) = 0,4999645654 


Toon aan dat іп de omgeving van x = 0 geldt, dat de machtreeks van arctan x gelijk is 
aan: 


1 
arctan x = x —— x? +- x be (-1)^ D 
3 S 2п+1 


Met behulp van [7] kunnen we in principe т exact berekenen. 
т 
Omdat tan Si = 1 gaat [7] met x= 1 over in: 


T ] йд лт ат 
— = агсіап1 = 1-=+ +-——... 
sec e Wl 


т 
Ga na dat dit niet opschiet en dat we pas na 500 termen 4 in drie decimalen nauw- 
keurig hebben. 


Geldigheid van machtreeksen 

Aan de Maclaurin-ontwikkeling van arctan x kunnen we goed zien dat niet 
iedere x die we in de reeks substitueren iets bruikbaars oplevert. Voor x = 2 
х2"+1 


wordt de term van de reeks (— 1)" 2 
n 


in absolute waarde oneindig groot 
+ 

als п maar steeds groter wordt. Blijven optellen leidt dus niet tot arctan(2). 
Bij de reeksontwikkeling van sin x gaat het wel goed voor iedere waarde van 
x: de Maclaurin-reeks van sin x convergeert voor alle x. 


In paragraaf 1.3.4 hebben we gezien dat de oneindige reeks die hoort bij de meetkun- 


dige rij meta = 1 епс = -x kan convergeren voor zekere waarden van c (= —x) tot de 
1 
som —— = 1 — xc x? - x3 c x* —... 
1+х 


Van welke functie is пи de Maclaurin-reeks gevonden? 


Onderzoek, met de theorie van de meetkundige reeksen, voor welke x die Maclaurin- 
reeks geldig is (convergent is). 
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t Overzicht 
machtreeksen 


Opdracht 10 


Vraagstukken 2.64 


2.65 


2.66 a 


2.67 


Overzicht machtreeksen 

We geven nu een overzicht van de meest voorkomende machtreeksen van 
functies in de buurt van x = 0 en de gebieden waar ze geldig zijn. We leiden 
de geldigheidsgebieden verder niet af. 


e 2 SP xu Е 
е Urheber (xin R) 
d Li e SN Е 
е shoi ke E (xin R) 
x? x5 x? х2"+1 
sin x Е... (2) 0—6... xin К 
qi gu c» (2n + 1)! (юп) 
х? x^ xe x?n 
cosx 1 + == +... Пу” T e: xinR 
Жашы Coo Gin E) 
tan x END —. Uy. (-1т<х<1я) 
BTS 315 2 a E 
1 1 х2"+1 
arctanx =х– = x? + – х5 –...-+ (-1)^ X (-1<x <1) 
3 5 2n- 1 
1 1 xe 
In(1 + x)=x-=x? += 9 - ....- (-1) "7! — +... (-1<x <1) 
2 3 n 


a Differentieer de machtreeks van sin x en constateer dat die van cos x ontstaat. 
b Differentieer de machtreeks van In (1-+х) en constateer dat dit de reeks van 


1 
===='[ 
1+х 


Leid de veeltermontwikkeling van f(x) = e* rond x = 0 af. 

Een zeer oude formule om een benadering van wortels te vinden is 
D 

уа?+х=а+— (a > 0). 
2a 


H H . H DH ee 
Leid dit af met de veeltermontwikkeling van de wortelfunctie ya? + xrond x = 0. 
Geef een betere benadering met behulp van een extra term met x?. 


Bepaal, uitgaande van de machtreeksontwikkeling van In (1 + х), die van In (1 = 2}. 
Substitueer daartoe —x in de machtreeksontwikkeling van In (1 + х). 


14x : 
Bepaal de machtreeksontwikkeling van In е ) rond x = 0 door gebruik te maken 
van de machtreeksontwikkelingen uit a en van een eigenschap van de logaritme. 


Bepaal de eerste drie termen uit de machtreeksontwikkeling rond x — 0 van 


1 
f(x) = Я 
ш A +x? 
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1 
2.68 Bepaal de machtreeksontwikkeling van dA met behulp van formule [4] en verge- 
42x 


lijk dit met de oneindige meetkundige reeks 1 — 2x + 4x? — 8x? +... (а = len 


с = —2х) die ook gelijk is aan 
1+2х 


2.69 Omdat de termen van de reeks voor arctan x erg langzaam kleiner worden, waardoor 
men zeer veel termen zou moeten meenemen, moeten trucs worden toegepast om 


T 
toch snel een arctan-waarde te bepalen. Zo kan men n beter schrijven als 
arctan } + arctan } en deze uitdrukkingen in reeksen uitschrijven. De termen (1)?^ * ! 


т 2п+1 
еп (1)?^ * ! gaan sneller naar 0 dan EN x 


a Laat eerst zien dat arctan } + arctan į =—. 


|a 


Aanwijzing: stel daartoe arctan } = a, zodat tana = }, en noem arctan } = 9, zodat 
tan B = i. Substitueer deze gegevens vervolgens in de formule 
tana + tan В 


— — — — —— , waaruit volgt tan(a + B) = 1 en dus 
1 —tana tang 


tan(a + B) = 


Aia 


т 
atp = Zi ‚zodat arctan } + arctan } = 


Brook Taylor (1685-1731) 


ledere gebruiker van de wiskunde in het hoger 
onderwijs is bekend met de namen van de En- 
gelse wiskundige Taylor en de Schotse wiskun- 
dige Maclaurin. 


In 1715 publiceerde Taylor 'zijn' reeks 


Ка + h) = f(a) + hf'(a) + 


h? h3 
a Oner (a) +... 
die in leereenheid 2.4 centraal staat. Overigens 
niet in deze notatie, want de huidige schrijfwijze 
is van Lagrange. Taylor gaf geen gebieden aan 
waarvoor de reeksen convergeerden. Pas in 
1755 kreeg Taylor erkenning voor zijn aanpak 


om functies in reeksen uit te drukken toen Euler tief alle wetenschappelijke kritiek die in die tijd 
en Lagrange deze toepasten in respectievelijk de over Newton was uitgestort. Taylor hield zich 
differentiaalrekening en de theorie over functies. ook bezig met het perspectieftekenen. Eén van 
Taylor schreef in 1742 het eerste studieboek over zijn vindingen is recent weer toegepast in het 
afgeleide functies en weerlegde daarmee defini- fotografisch onderzoek vanuit vliegtuigen. 
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———————————— 


2.70 


b Bereken nu enkele termen uit de machtreeksontwikkeling van arctan x voor x = Jen 


T 
x= Jen bepaal zodoende — . 
4 


In hoofdstuk 1 zagen we dat het complexe getal cos x + і sin x gelijk was aan de uit- 
drukking e". We kunnen dat nu aannemelijk maken. 

Vul in de Maclaurinreeks voor e“ eens voor x de waarde i x in en reken uit wat er dan 
ontstaat. 

Vergelijk dit met de som van de Maclaurin-reeks voor cos x en die voor i sin x. Beide 
reeksen zijn gelijk, ‘dus’: е^ = cos x + i sin x. 


2.4.2 De reeks van Taylor 


De toepassing van de machtreeks volgens Maclaurin was beperkt tot de om- 
geving van x = 0. Om dit bezwaar te ondervangen is een variant op [2] be- 
schikbaar die, nog vóór de reeks van Maclaurin, in 1715 is gepubliceerd door 
Brook Taylor (1685-1731). Als we aannemen dat een functie f een veelterm- 
ontwikkeling heeft voor de functiewaarden rond x — a, dan kan die de vol- 
gende vorm hebben: 


(X) = bg b4(x— a) - b;(x — a)? + b4(x — a)? + b,(x—a)* +... 
о 1 2. 4 


Deze reeks heet een Taylorreeks (van f(x) in de buurt van x = a). 
We kunnen weer met behulp van hogere afgeleiden de coëfficiënten bo, b;, 


b, enzovoort bepalen, immers: 


f(a) =b+0+0+0+... 


MOORDE b X a) 3bi(X— a) t... > bi- 


Collin Maclaurin (1698-1746) 


Onder uitbundige dankzegging aan Taylor ge- 
bruikte Maclaurin in 1747 de reeks voor f(a + h) 
voor de waarde a = 0, de reeks die we nu de 
Maclaurinreeks noemen. 

Maclaurin was een wonderkind. Toen hij 9 jaar 
was, ging hij studeren aan de universiteit van 
Glasgow. Op 15-jarige leeftijd studeerde hij af en 
gaf een presentatie van zijn onderzoek over de 
zwaartekracht. Later voegde hij daar een prijs- 
winnende studie aan toe over eb- en vloed- 
bewegingen, een prijs die hij overigens moest 
delen met Bernoulli en Euler. Verder verdiepte hij 
zich in studies over meetkundige onderwerpen. 
Op 27-jarige leeftijd werd hij professor in Edin- 
burgh met financiële ondersteuning van New- 
ton, die een tijd garant stond voor zijn salaris. In 
1745 nam Maclaurin actief deel aan het maken 
van loopgraven en barricades voor de 
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ора) 
f'a) 


1! 


verdediging van Edinburgh. Nadat de stad bezet 
was, vluchtte hij naar Londen. 


Taylorreeks 


FO) -2b,-2-3b4(x—a)*3-Ab,(x-a)?*...— b GC 
2 3 4 P 27 


2! 
3(a 
f&(x)-2-3b4,*2-3-A4b,(x—a)- ... = 2 
4) а 
FP) =2.3.4Ь, +... > ЗЕ ) 
Dus voor functies f waarvoor een uitdrukking als [8] bestaat geldt: 
fa) 
b, = К! [9] 


met k — 0, 1, 2, 3, ... (bo = f(a)) 


De coéfficiénten van de veeltermontwikkeling [8] worden weer geheel be- 
paald door de waarde van de functie f en van zijn afgeleiden in één punt, 
namelijk x a. Een veeltermontwikkeling in positieve gehele machten van 
x — a heet daarom ook een veeltermontwikkeling rond x — a. 


Samengevat: 


f(a) i f?(a) 


f'(a) 
f(x) = f(a) + 1 (x— a) + 2 (x-a)? + з! 


(х= a)? +... [10] 


(xligt in een omgeving van a) 


Voorbeeld 2.30 1 
We geven de Taylorreeks [8] van fix) = TER, in de buurt van x = 12: 


1 1 
f(x) =з > bo f2) а 
З 1 b 402) al 
f'(x) = 02 х)2 =) luz 1! S 

2 f?12) 1 
J^ o p REGI "E 

3! f?12) 1 
PO BET E 


Substitutie van de coëfficiënten in uitdrukking [8] levert: 


1 
(D= 
rz 1 1 
РЕ п. 
10* 10:7 a rn 
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van x= 12 geldt dan bijvoorbeeld: 


_(х— 12)? 
^ 1000 


— еп/*(х)= —-1-+- 
2-x 10 1 


Euros esca rrt T 


Zie figuur 2.17 voor de grafieken van: 


1 il x= ip (x — 12)? 
а= исно 166 


.... Voor bijvoorbeeld х= 12,1 geldt: f(12,1) = -0,099009900 en 
razne -0,09901. Op (10, 14) geeft f (x) een goede benadering voor f(x). 


us 


A T 
unt X=— , 
А 4 


Opmerking: 

De hiervóór besproken oneindig voortlopende veeltermontwikkelingen van 
functies f bestaan slechts op intervallen waarop de functies f die ontwik- 
keld worden, oneindig vaak differentieerbaar zijn. Niet alleen dus rond het 
punt waar ontwikkeld wordt, maar ook in de punten waarvoor de 


} 
{ 
1 
i 
j 
| Opdracht 11 Leid de eerste vier termen af van de veeltermontwikkeling van f(x) = } tanxrond het 
| 


| 1 
1 functiewaarde berekend wordt. Daarom kan f(x) = DER niet ontwikkeld 


т 
worden rond x= 2 en f(x) = tan x bijvoorbeeld niet rond х= 2 
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Opdracht 


Vraagstukken 


12 


2.71 


2.72 


2.73 


2.75 


2.76 


Eerste-orde-benadering van een functiewaarde 
Bij praktische toepassingen in de toegepaste vakken worden de reeksen van 
Maclaurin en Taylor vaak gebruikt bij het benaderen van functiewaarden. 
Gebruiken we van de Maclaurinreeks van een functie f(x) in de buurt van 
X = О de eerste twee termen, dan krijgen we: 

'(0 
f(x) == f(0) + ре 


1! ~ 


We spreken dan van de eerste-orde-benadering van f(x) voor kleine waarden 
van x. Zo is een veelgebruikte eerste-orde-benadering van sin x voor kleine 
waarden van x: 


cos (0) 
1! 


sin x = sin (0) + Хх 


De eerste-orde-benadering van de functiewaarde sin (0,1) (met de hoek in 
radialen) is dan: sin (0,01) = 0,01 . Vergelijk dit met de werkelijke waarde 
sin (0,01) = 0,0999983 . 

Om de eerste-orde-benadering van een functie f(x) in de buurt van x=a te 
vinden, gebruiken we de eerste twee termen van de Taylorreeks: 


fa) = f(a) + f'(a) - (x — a) 


Deze eerste-orde-benadering is te schrijven als f(x) — f(a)= f'(a) - (x — а). 
Vervangen we x door x+dx en a door x dan komt er: 

f(x + dx) — f(x) = f'(x) - dx ofwel df(x) = f'(x) - dx . Dit is de totale differen- 
tiaal van f(x) , die we zijn tegengekomen in paragraaf 2.3.3. Met de totale 
differentiaal berekenen we dus de eerste-orde-benadering van de toename 
van fix) als x aangroeit tot x + dx. 


Bereken de eerste-orde-benadering van In (1,01) met behulp van een Taylorreeks. 
Leid de veeltermontwikkeling van f(x) = e*rond x = 1 af. 


Leid de machtreeksontwikkeling van f(x) = x? — 2x? + 3x — 4 af rond het punt 
х= 2. 


1 
Geef de veeltermontwikkeling van f(x) — 3 rond x — 1. 


Geef de veeltermontwikkeling van g(x) = In xrond x = 1. 


dg(x) 


Ga na of ook voor de veeltermontwikkelingen van f(x) en g(x) geldt: трас f(x) 
Bepaal 3/28 door middel van een Taylorreeks, op vier decimalen achter de komma. 


Bepaal In 3 in drie decimalen nauwkeurig, door gebruik te maken van een Taylorreeks 
met geschikt gekozen punt x = e. Beschouw e als voldoende nauwkeurig bekend: 

e — 2,71828183. 

Waarom is de Maclaurinreeks voor Іп(1+х) hier niet bruikbaar? 


We hebben gezien dat de Taylorreeks van een functie f in de buurt van x — a gelijk is 
aan: 

f'(a ға) f(a) 
f(x) = f(a) +70 (x — а) + = (к а 00 0)? + SH 
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Stelling 


2.77 


2 Destelling is herhaald toepasbaar, dat wil zeggen dat lim 


Als we voor (x — a) de letter h substitueren, dan krijgen we een variant op de schrijf- 
wijze van de Taylorreeks, zie ook bij de levensbeschrijving van Taylor: 


f'(a) f2(a) f(a) 
OD AO -h- 2i hg 3 


Controleer dit. Wat gebeurt er als a — 0? 


Gebruik de derde-orde-benadering van sin x rond x = О om aan te tonen dat 
x—sinx 1 
Sier 6 с 


lim 
x0 X 
2.4.3 De limietstellingen van De l'Hôpital 

Tot de limietstellingen van De l'Hópital rekent men een tweetal verwante 


stellingen betreffende limietwaarden van uitdrukkingen van het type 0 (п 


0 
de eerste stelling) еп 2 (in de tweede stelling). De uitdrukkingen 0 еп — 


oo 


zijn en blijven onbepaald. Maar we kunnen, afhankelijk van de functies die 
de onbepaalde vorm veroorzaken, wél de limietwaarde bepalen. 


Zijn f en g differentieerbare functies in een omgeving van x = а, is g'(x) = беп 


f(x) Р(х) 
geldt verder dat f(a) = 0 en gia) = 0, dan is lim lim — , als de laatste 


х + а gixi х-»а gixi 
limiet bestaat. 


Opmerkingen: 
1 Nogmaals: de limietstelling van De l'Hópital brengt géén verandering in 
0 ZI 

het ongedefinieerd zijn van het quotiënt 0^ Hij stelt ons echter wél in 
staat, onder de genoemde voorwaarden, te berekenen tot welke waarde 
Tal 
— nadert, als x nadert tot a. 
50) 


, 


weer met 


xa $ LE 


de stelling van De l'Hópital kan worden uitgerekend als f'(a) = g'(a) =0 
en als f' еп g’ aan dezelfde voorwaarden voldoen. Dan geldt 


Le E 


lim 
x—a g'(x) 


lim 


e ———— als de laatste limiet bestaat. 
xa g(x) x>a $ (x) 


3 De stelling is onder aangepaste voorwaarden ook geldig voor linker- en 


rechterlimieten. 
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Voorbeeld 2.31 
SIX COST 


x—0 X x0 


De stelling van De l'Hópital is toepasbaar, omdat aan alle voorwaarden is 
voldaan. 


Opdracht 13 Laat met behulp van de eerste stelling van De l'Hópital zien, dat 


х 1 


lim ==, 
x0 arctan (4x) 4 


| 
f 
| 


Voorbeeld 2.32 


M лз] Б Spec 3 
lim 2 UN = = 
хәл ENT IE xcix теме 


Werten 
Opdracht 14 Bepaal lim 
x0 X 


Voorbeeld 2.33 | 
— e sinx-x _ Сох 

lim. == lM 

x—0 x^ x0 эрес 


Hier is de stelling van De l'Hópital toegepast, maar het resultaat leidt weer tot 
0 
de vorm a: De tweede limiet voldoet óók aan de gestelde voorwaarden, 


zodat we vervolgen: 


li cosx — 1 ji —sinx 
rn —— ——— = im 
ESOS E x20 6x 
V F —sinx li —COSX 1 
en opnieuw: lim = lim zen 
P х= 0 Xx x0 6 6 
Stelling Indien f en g differentieerbare functies zijn in een omgeving van 
BENEN ОДО) 
x—aen lim х) = lim 9(х) = =, dan geldt lim —— = lim ===, 
ха к-а xa GX) ха g'(x) 


indien de laatste limiet bestaat. 


Ook deze stelling geldt tevens voor lim, lim, lim en lim 


xla xla x 


Voorbeeld 2.34 


2.4 Wiskundige toepassingen van de differentiaalrekening 243 


acci EE Pw 


Vraagstukken 2.78 Bereken de volgende limieten: 


т 
=- х 
2 . sin(x + А) —sinx 
a lim € lim ———————— 
xp COSX һ-›0 h 
arcsin 2x .  Ccosx — sinx 
b lim ———— d lim ————— 
x0 5x ENE Ar т 
4 
2.79 Bepaal: 
In . dn(sin3p) 
a lim —- c lim ———— 
XP e /х pio In(tanp) 
x? 
b lim — 
х» = е^ 
h ача? 
2.80 а lim с lim 
һо arctan h h—o h 
4arctanx — т a* — 16 
b lim —————— d lim 
x21 х- 1 a»2 ER 
. 5е^+4х? 3k Ink 
281a lm ———— с lim ————— 
xe e*4 5x? к = k-3lInk 
3x In x 
b lim —— d lim 
x-.0 COSX x51 X—1 
sinat AP — aP 
2.82a lim c lim 
tot {+1 x—a X4 — al 
2-79+12 
b lim SELS 


аэз 92—59+6 


Samenvatting 


In deze leereenheid ging het over de reeksen van Taylor en Maclaurin, en 
over de limietstellingen van De l'Hópital. De reeksen zijn belangrijk, omdat 
er met elke gewenste nauwkeurigheid functiewaarden mee bepaald kunnen 
worden. De snelheid waarmee dat gebeurt, dat wil zeggen het aantal termen 
dat je uit een reeks moet *meenemen' om een gewenste nauwkeurigheid te 
krijgen, varieert sterk van reeks tot reeks. Ook zonder getallen, met letters 
voor de nog onbekende grootheden, kan met machtreeksen een orde- 
benadering van functiewaarden worden gegeven. 
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De list van De l'Hópital is een handig hulpmiddel voor het bepalen van inge- 
wikkelde limietsituaties. Oppassen is de boodschap, want er zijn nogal wat 
voorwaarden waaraan voldaan moet zijn voor je de regels van De l'Hôpital 
mag toepassen. 


Toets 


Bepaal de eerste vier termen van de machtreeksontwikkeling rond x = 0 
(Maclaurinreeks) van f(x) — arcsin x. Tel termen die eventueel nul zijn, daarbij mee! 


Bepaal J17 door middel van een Taylorreeksontwikkeling tot vier decimalen achter de 
komma. 


a Gana dat In3 niet te bepalen is met de machtreeksontwikkeling rond x = 0 van 


In (1 + x), met x = 2. 


1+х 
b Stel In3 = In =) еп bereken x. 


с Bepaalnuln 3 in twee decimalen met een machtreeksontwikkeling van 
1+х 
In : 
1-x 


Bepaal lim 


и» 0 


In (cos и) 
u? ` 


COS 2x — cosx 

Bepaal Im 

x—0 D 

a Vergelijk jouw resultaten van vraagstuk 8 uit de toets van leereenheid 2.3, dat wil zeg- 
gen de gevonden benaderende veeltermen, met degene die je krijgt als je de Taylor- 
ontwikkeling van е^ respectievelijk sin x maakt. 

b Hetiseen kwestie van een paar juiste opdrachten geven om met een computer- 
algebrapakket Taylorontwikkelingen van een functie te maken en de bijbehorende gra- 
fiek te plotten. Maak Taylorreeksontwikkelingen van steeds hogere orde van de functie 
sin x rond x = 0. Hoeveel termen moet je meenemen om een goede benadering te 
krijgen over een interval met twee volledige perioden aan weerszijden van x = 0? Rea- 
liseer een figuur met de grafiek van deze benadering, inclusief die van alle benaderin- 
gen met minder termen. 

€ Zoals we hebben gezien, bestaan er functies waarvoor Taylorreeksontwikkelingen te 
maken zijn die slechts over een klein gedeelte van het interval waarop de functie is ge- 
definieerd, geldig zijn. Een voorbeeld is arctan x met de ontwikkeling: 


M (-1 )Z x2n+1 
—— — —— die geldig is voor 1 S х= 1 

п=о 2п+1 

• Laat met behulp уап een computeralgebrapakket zien dat we, hoeveel termen we 
ook meenemen, geen goede benadering vinden buiten het genoemde interval. 

• Probeer via een computeralgebrapakket de algemene formule te achterhalen voor 
de termen van de machtreeksontwikkeling van arctan x rond x — 2. 

* Bepaal experimenteel door hoge-orde-benaderingen te plotten op welk interval de 
reeks uit de vorige vraag de functie arctan x benadert. 
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Het geschatte aantal 
SBU's voor deze 
leereenheid bedraagt 
8 klokuren. 


In leereenheid 2.4 hebben we een begin gemaakt met enkele toepassingen 
van de differentiaalrekening binnen de wiskunde. Daar gaan we in deze leer- 
eenheid nog wat mee door in combinatie met enkele praktische toepassin- 
gen. 

We beginnen met het systematisch onderzoeken van functies en hun grafie- 
ken, waarbij de differentiaalrekening ons goede diensten bewijst. Bij het op- 
lossen van praktische vraagstukken is de eerste stap vaak een globale functie- 
analyse aan de hand van de te schetsen grafiek van de functie. Met name het 
gedrag van de functie ‘op den duur’ (het asymptotisch gedrag) en de mini- 
male of maximale waarden van de functiewaarde kunnen dan nuttige infor- 
matie opleveren over het proces of een situatie. Denk maar aan het maxima- 
liseren van winstfuncties of het minimaliseren van de kosten. 

Van de bijzondere toepassingen van de wiskundige instrumenten zullen we 
steeds ter plaatse iets vermelden. 


Praktijksituatie 

Een schip vaart stroomopwaarts door een kanaal over een afstand van 30 km; 
de stroomsnelheid van het water is 8 km/uur. 

Het brandstofverbruik B van het schip tijdens die 30 km (bijvoorbeeld in liters 
dieselolie) is recht evenredig met de vaartijd T (bijvoorbeeld in uren) en even- 
redig met de derde macht van de snelheid v, van het schip ten opzichte van het 
water (bijvoorbeeld in km per uur)! Het brandstofverbruik wordt minder als 
T kleiner wordt (kortere vaartijd, dus minder machinetijd), maar het brand- 
stofverbruik loopt dan ook op, omdat de snelheid wordt verhoogd. Ergens 
moet een optimum liggen waarbij B zo klein mogelijk is bij zekere T en v,. Er 
geldt: 


B-k.T.v? 


Hierin is K de evenredigheidsconstante, die onder andere afhangt van de 
grootte van het schip, de grootte van de machine en de gekozen eenheden. 
Als we de snelheid v van het schip ten opzichte van de wal, in km/uur, constant 
veronderstellen, geldt: 


v:T=30 
en 


2.5.1 Stijgen, dalen en uiterste waarden 


We beperken ons vanaf nu tot analyses van continue functies van één onaf- 
hankelijke variabele met continue eerste en hogere afgeleiden. Door van der- 
gelijke functies de eerste afgeleide te bepalen, kunnen we voor elk punt van 
de grafiek van de functie uitrekenen hoe groot de tangens is van de hoek die 
de raaklijn maakt met de positieve X-as. In een punt x = a kan de afgeleide 
f'(a) positief, gelijk aan nul of negatief zijn. 
• Is f'(a) > 0, dan is de tangens positief en is de raaklijn aan de grafiek in 
х = a een stijgende lijn. We noemen de functie f(x) in dit geval in x= a 
stijgend. Stijgend wil zeggen dat voor de punten in de omgeving van a met 
x > a geldt: f(x) > f(a) en voor de punten in de omgeving van a met x <a 
geldt: f(x) < f(a). Zie figuur 2.18a. 
• Is f'(a) « 0 , dan is de tangens negatief en is de raaklijn aan de grafiek in 
х = a een dalende lijn. In dit geval noemen we de functie f(x) in x =a 
dalend. Dalend wil zeggen dat voor de punten in de omgeving van a met 
x > a geldt: f(x) < f(a) en voor de punten in de omgeving van a met x < a 
geldt: f(x) > f(a). Zie figuur 2.18b. 


Figuur 2.18 


af(a)»0 b f(a) «0 


\ 
Г. 
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Is f'(a) = 0, dan is de tangens gelijk aan nul en is de raaklijn aan de grafiek in 
х = аееп horizontale lijn. We kunnen in dit geval vier gevallen onderschei- 
den. Zie figuur 2.19 a tot en met d. We bespreken nu eerst de situaties uita 
(maximum) en b (minimum), die van situaties c en d (buigpunten met hori- 
zontale raaklijn) komen ter sprake in paragraaf 2.5.2. 


Figuur 2.19. 


Er is sprake van een maximum wanneer de grafiek van de functie lokaal 

(= plaatselijk) een hoogste punt bereikt, en van een minimum wanneer de 

grafiek van de functie lokaal (= plaatselijk) een laagste punt bereikt. Maxima 
Extremen en minima worden extremen of uiterste waarden genoemd. 


Lokaal maximum In het geval van een lokaal maximum in een punt x = а is de grafiek van de 
functie in x = a horizontaal, dus f'(a) = О en is de grafiek van de functie links 
van x — a stijgend en rechts van x = a dalend. Zie figuur 2.19a. Dus als: 

e f'(x) > 0 voor punten x <a én 
e f'(x) € 0 voor punten x > a. 


Lokaal minimum In het geval van een lokaal minimum in een punt x — a is de grafiek van de 
functie in x=a horizontaal, dus f'(a) = О en is de grafiek van de functie 
links van x = a dalend en rechts van x = a stijgend. Zie figuur 2.19b. Dus als: 
* f'(x) € 0 voor punten x <a én 
* f'(x) > 0 voor punten x > a. 


Voorbeeld 2.35 

Gegeven de functie f(x) = x? — 2x? — 7х + 9. We gaan na voor welke waar- 
den van x de functie stijgend of dalend is en voor welke waarden van x de 
functie extremen of uiterste waarden heeft. 


Om de ligging van de extremen te vinden, bepalen we de x-waarden waar- 
voor de formule van f'(x): 
f'(x) = 3x? — 4x — 7 = 0. Met de abc-formule vinden we de twee waarden: 


4— ./16+84 л 44+ /16+84 7 
Ee Ole 


6 6 ze Om te bepalen of de 


functie voor deze waarden van x uiterste waarden heeft, en zo ja, van welke 
aard ze zijn (maximum of minimum), geven we op de getallenrechte het 
tekenverloop van f'(x) weer. Zie figuur 2.20. 
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Vraagstukken 


Figuur2.21a Grafiek van f(x) = х3 -2x?- 7x4 9 
en f'(x) 23x?- 4x-7 


2.83 


2.84 


a 
b 


D D 


Par TERI эн 
Figuur220 Tekenverloop f'(a 


Кх) ++++++ 
fstijgend 


© К 
Uit het tekenverloop van f'(x) leiden we af: functie voor x 
lokaal maximum heeft met waarde 


f(-D-(-19-2-(C-32-7: CER vc 


t d 7 ^ 2 2 7 1 
mum met waarde f 3/73) = 
Zie figuur 2.21a. 


Figuur 2.21b Grafisk van Й я. 
enf'j=6x-4 ` 


Toon aan dat de functie f(x) = x? — 5x? + 9x — 20 stijgend is voor alle waarden van x. 
Voor welke waarde van de constante a is de functie f(x) = 3* = x? + ax + 1 overal 
stijgend? 


Bepaal van de volgende functies voor welke waarden van x de functie stijgend is en 
voor welke waarden van x de functie dalend is. 
f(x) = х? — 3x d f(x) 2 x?e-* 


f(x) = x?—1» e Қх) = SA x? 
f(x) = x3 — 2x2 — 15x 
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„= Р. Ei - WA wh fuc 


- 


Convex 


Concaaf 


Minimum 


Maximum 


2.85 


a 


TT 


We keren nog even terug naar de bootreis uit de praktijksituatie. Het brandstofverbru®k 
B was afhankelijk van de vaarsnelheid v, van de boot (ten opzichte van het water). 
Ga na dat de functie B te reduceren is tot een functie van één variabele v, : 
30 

v‚—8 
Aan de formule voor Bis te zien dat B = ' << ' als v, = 8 km/uur. Beredeneer, zonder 
gebruik te maken van de formule voor B, dat de boot ‘oneindig’ veel brandstof zal ver- 
bruiken als v, = 8 km/uur. 


d 30K. v2 
Toon aan dat — = — —— · 
dv, (v,—-8)? 


3 
WA 


B-K. 


(2v, — 24) 


2.5.2 Detweede afgeleide en de grafiek van een functie 


Aan het teken van de eerste afgeleide kunnen we zien of een functie stijgend 
of dalend is. Op eenzelfde manier kunnen we aan het teken van de tweede 
afgeleide zien of de eerste afgeleide stijgend of dalend is. 

e Is f(a) > 0, danis f'(x) in x =a stijgend, dat wil zeggen dat de richtings- 
coëfficiënt van de raaklijn aan de kromme toeneemt: de grafiek van de 
functie ligt dan met de bolle kant naar beneden. Daarbij kijken we in de 
richting van de positieve Y-as. Zie figuur 2.22a. We zeggen dan dat de 
kromme convex is (convex betekent ‘bol’). 

e Is f ?(a) < 0, dan is f'(x) in x= a dalend, de richtingscoëfficiënt van de 
raaklijn aan de kromme neemt nu af: de grafiek van de functie ligt dan met 
de bolle kant naar boven. Daarbij kijken we weer in de richting van de 
positieve Y-as. Zie figuur 2.22b. We zeggen dan dat de kromme concaaf is 
(concaaf betekent ‘hol’). 


convex 


e Is f'(a) = 0, dan is de raaklijn aan de grafiek in х = a een horizontale lijn. Is 
in x =a bovendien fa) > 0, dan is de grafiek convex en ligt de grafiek 
van de functie met de bolle kant naar beneden, een eventueel extreem kan 
dan alleen een minimum zijn. Is daarentegen f'?(a) < 0, dan is de grafiek 
concaaf en ligt de grafiek van de functie met de bolle kant naar boven, het 
extreem is dan een maximum. 
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Buigpunt 


Buigraaklijn 


Samengevat: 


Een functie f(x) heeft in een punt x = a een lokaal minimum als f'(a) = 0 en 
fa) > 0. 
Een functie f(x ) heeft in een punt x = a een lokaal maximum als f'(a) = 0 en 
fa) < О. 


Voorbeeld 2.36 
We bekijken opnieuw de functie f(x) = x? — 2x? — 7x + 9 uit voorbeeld 2.35. 


7 
We hebben gevonden dat f'(x) = 3x? 4x 7 = О voor x= — 1 SE De 
tweede afgeleide van de functie is: f'(x) = 6x – 4. Voor x = — l is 
Р'(= 1) = 6(- 1) -4= – 10 < 0, dusx= — lis een lokaal maximum; voor 


7 7 7 7 
== is ot) = Ө —4=10 > Oy duse dS eS lokaal minimum. We 


zien dat we het tekenverloop van f'(x) niet nodig hebben om de aard van de 
extremen te bepalen. Zie figuur 2.21b. 


Buigpunten 

Een punt waarin de grafiek van een functie overgaat van convex naar concaaf 
of, omgekeerd, van concaaf naar convex, heet een buigpunt (zie figuur 2.23). 
Om buigpunten te vinden, hoeven we alleen maar het tekenonderzoek van 
f’ uit te voeren: als f" van teken wisselt, bevindt zich daar een buigpunt. 


Zo heeft een functie f(x) heeft in een punt x =a een buigpunt als f® (a) = 0 
еп f'? (x) in x =a van teken wisselt. 


De raaklijn in het buigpunt x= a 
van de grafiek van een functie 
heet de buigraaklijn. Als ook nog 
geldt dat f'(a) = 0, dan loopt de 
raaklijn in het buigpunt horizon- 
taal. (Zie figuur 2.24a.) Als geldt 
dat lim f'(x) = ‘a! 
x—b 

of lim f'(x)- '—a' dan is er 

xb 
sprake van een verticale buig- 
raaklijn in het buigpunt x — a. 


(Zie figuur 2.24b.) 
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SN 


aT- 


| 


Vraagstukken 


2.86 


2.87 


2.88 


2.89 


2.90 


2.91 


a E 


Voorbeeld 2.37 
De functie f(x) = x? — 2x? — 7x + 9 uit voorbeeld 2.36 heeft een buigpunt in 


2 2 2 
== 3 rf) = 6x – 4 = 0 voor x = 3 en het teken van DZ links van x = 


2 
is negatief, rechts van x = 3 positief. Zie figuur 2.21b. 


Om de buigraaklijn in x = : te bepalen, berekenen we 
2 2NS DN 2 101 

Ekel 7 (8) 9-е 

12 Che 2 25 

EE- 


De vergelijking van de raaklijn is dan: y 2 r- x -s— — = + 5 De waarde van 


s vinden we door de coördinaten van het buigpunt te substitueren: 


A ST Gen lijki de raaklijn i 
T ALI e t —, а d : 
27 3 3 +5 oor 5 volgt dan 27 e vergetijking van de raasiin 15 
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Judi 


Gegeven de functie f(x) = 3x? — x? . 

Bepaal de uiterste waarden van f(x) en bepaal of het een lokaal maximum of een lokaal 
minimum is. 

Bepaal het buigpunt. 

Bepaal de buigpuntsraaklijn. 

Schets de grafiek van f(x). 


Gegeven de functie f(x) = x? — 3x? - 9x - 6. 
Bepaal de uiterste waarden van f(x) en bepaal of het een lokaal maximum of een lokaal 
minimum is. 


b Bepaalhet buigpunt. 


[а] 


Bepaal de buigpuntsraaklijn. 
Schets de grafiek van f(x). 


Gegeven de functie f(x) = ax? + bx? ; hierin zijn a en b nader te bepalen constanten. 
Kies a en р zo, dat feen buigpunt heeft in het punt R = (-2,16). 


Toon aan dat de grafiek van een derdemachtsfunctie altijd slechts één buigpunt heeft. 


Bepaal de uiterste waarden, buigpunten, buigpuntsraaklijnen en grafieken van de vol- 

gende functies: 

AO 
(9 14x? 

; x?-1 
On 

Bepaal de vergelijking van de buigraaklijn bij de volgende functies: 

f(t) = (3 — t?) 

glo) = Zei - 1)? 


c f(X) = е2 – ех 


х 
d f(x) = sin 29р het interval [ — 27, 27] 
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(33 2.92 In leereenheid 2.1 hebben we gezien dat de waterhoogte in een stuwmeer als functie 
van de tijd t in jaren bij benadering wordt gegeven door de volgende formule: 


=== 
0,005 +4 ' 


Toon met een computeralgebrapakket aan dat H"(t) = 0 voor t = 4 . In het vierde jaar is 


de toename van de waterhoogte per tijdseenheid dus maximaal. 


Markies Guillaume de l'Hópital (1661-1704) 


Het eerste boek over de differentiaalrekening 
heet Analyse van oneindig kleine grootheden, toe- 
gepast op kromme lijnen. Het is geschreven door 
De l'Hópital en verscheen in 1692. Het boek be- 
vat onder andere de naar hem genoemde stellin- 
gen over limieten, zoals wij in leereenheid 2.4 
'Wiskundige toepassingen van de differentiaalre- 
kening' behandelen. De regels schijnen eerder al 
bij Johan Bernoulli bekend te zijn geweest. In het 
voorwoord van het boek bedankt De l'Hópital 
zijn leermeesters Leibniz, Jacob en Johan Ber- 
noulli omstandig, maar claimt wel het geestelijk 
eigendom van de uitvindingen in zijn boek. Er 
wordt daarin, naast de theorie van de differen- 
tiaalrekening, een groot aantal krommen met 
ingewikkelde functievoorschriften geanalyseerd, 
zoals cycloiden, serpentines en krommen met 
derdegraadsveeltermen als functievoorschrift. 
Aangenomen wordt dat De l'Hópital ook de be- 
denker is van het begrip ‘kromming’ en 'kromte- 
straal' zoals we die in deze leereenheid tegenko- 
men. 

De l'Hôpital was degene die Christiaan Huygens 
in contact bracht met de ‘nieuwe wiskunde’, de 
differentiaalrekening. De familie De l'Hópital 
vormde een oud aristocratisch geslacht. Zij 
stond in hoog aanzien en was in dienst van de 


Franse koning vanaf 1488. Zodra Guillaume oud 
genoeg was om een geweer vast te houden, 
werd hij kapitein bij de cavalerie. Maar niet voor 
lang. Hij was sterk bijziend, en heeft zich na zijn 
ontslag alleen nog maar met zijn passie voor de 
wiskunde beziggehouden. Op eigen kosten, 
waarbij hij ook gedeeltelijk in het levensonder- 
houd voorzag van onder andere zijn leermeester 
Johan Bernoulli. Na zijn dood is nog een manus- 
cript van een volledig boek aangetroffen, dat op 
zorgzame wijze door zijn weduwe is bewerkt en 
uitgegeven in 1720. 


2.5.3 Het systematisch schetsen van grafieken 


Met behulp van de in deze paragraaf afgeleide begrippen stellen we een proce- 
dure van zes punten op om de grafiek van een functie f te kunnen schetsen. 


Procedure 

1 Bepaal D, en onderzoek of er eventueel verticale asymptoten zijn die kun- 
nen ontstaan door bijvoorbeeld deling door 0. 

2 Bepaal de oplossingen van f(x) = 0 (snijpunten met de X-as). Teken deze 
punten in. 

3 Onderzoek waar f dalend respectievelijk stijgend is en bepaal de extremen. 
Teken de extremen. 

4 Bepaal de buigpunten en teken deze in. 

Onderzoek de horizontale Eng Ing Кх) еп lim f(x). 


XD — е 


Cn 


6 Bepaalenkele gemakkelijk te berekenen ‘punten van de grafiek en schets 
de grafiek. 
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Voorbeeld 2.38 

Schets de grafiek van de functie f(x) = хет. 

1 D,-R 

2 f(x) »- 0 eG xe*-0x-70 
Dus f(0) = 0. Het snijpunt met de X-as is dus (0,0). (De waarde van e™ is 
altijd groter dan О.) 

3  f'(x)— e-* — xe-*-— (1— x)e-* 


Figuur 2.25 


Tal A AA Att 


—————————— 
Xx 1 
f stijgend fdalend 


1 
Een maximum is dus f(1) = e^! =- = 0,37 . 


e 


4 f(?(x)--e- -(1- х)е-* = (-2 + х)е^* 
f'(x) bestaat overal en f"(x) wisselt in х = 2 van teken. 


Figuur 2.26 
fix — - +++++ + 
mm 
Xx 2 

grafiek concaaf grafiek convex 


Merk op dat f"(1) « 0. De tweede manier voor het bepalen van de aard 
van de extremen bevestigt het resultaat bij punt 3; f"(1) « 0 komt overeen 
met een maximum in х = 1. 

5 De lim xe-*is van het type onbepaalde vorm ee - 0, want e" wordt 


Ah = 


willekeurig klein voor positieve, 
grote x-waarden. Volgens De Figuur 2.27 Grafiek van f(x) = хе-х 
l'Hôpital geldt: am c - 


ax 1 
lim xe-*— lim ~= lim AT 


х c Xe € хэ € 


De lim  xe-*bestaat niet, want 


zowel x als ех worden, in absolute 
waarde, willekeurig groot. 

6 Voorx=-1 en x=3 kunnen de 
functiewaarden gemakkelijk 
berekend worden. 

De grafiek is in figuur 2.27 afge- 
beeld. Het maximum blijkt een 
absoluut maximum te zijn. 
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Vraagstukken 


2.93 


2.94 


ans 


2.95 


2.96 


© b 


Schets de grafieken van: 


х) = 2x$ = 3x* e f(x) = (2— cos х)(1 + cos x) 
io f x 
X) = === fi ETE 
CET ée (0 х? +1 
2+ 21пх 
f(x) = EE DROE Jxinx 
А 1 
f(x) = h f(x) =arctan — 
e*—1 D 


Gegeven is de impliciet bepaalde relatie 3x? + 2xy + y? = 6. 
Toon aan: 

' 20 als у= – 3х. 
у = 0 іп de punten (1, —3) en (-1, 3) van de grafiek van de relatie. 
—3 is een minimale waarde van y, door y" in (1, -3) te bepalen. 
3 is een maximale waarde van y, door y” in (-1, 3) te bepalen. 


In de statistiek is de zogenoemde Gausskromme de grafiek van een functie f die de 
kansverdeling weergeeft van een normaal verdeelde (stochastische) variabele x. Als de 
normale verdeling van de variabele x een gemiddelde u = 0 heeft en als de spreiding 
gelijk is aan c, dan is het functievoorschrift dat hoort bij de Gausskromme: 


1 TIC 
e-2lz) 
a/ 27 


Toon aan dat de buigpunten een x-coördinaat hebben van a of —. 


f(x) — 


We kijken ten slotte naar het brandstofverbruik B van het schip uit de praktijksituatie 
van deze leereenheid. Bij een stroomsnelheid van het water van 8 km/uur en bij een 
snelheid v, van de boot ten opzichte van het water, is B als functie van v, gelijk aan 


B(v) = К. 


ыб 


5 


Schets de grafiek van B = К. - V) voor v, > 8. 


Is de stroomsnelheid van het water 4 km/uur, 


3 
Veo 


dan zal gelden B — К: 


5 


Is de stroomsnelheid van het water 12 km/uur, 

30 

v2. 

v‚— 12 
Teken met een computeralgebrapakket voor drie verschillende waarden van de 
stroomsnelheid de grafiek van B = B(v,) en verklaar de veranderingen in de minimale 
B-waarden. Waarom is het realistisch om de grafieken alleen voor respectievelijk v, > 8, 
у, > 4 en v, > 12 te (laten) tekenen? 


аап zal gelden В=К. 


2.5.4 Kromming en kromtestraal 


In figuur 2.28 zijn twee vlakke krommen getekend, namelijk g, en g,. Intuï- 


tief begrijpen we dat g, in de buurt van hetzelfde punt P ‘krommer’ is dan g}. 
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ze eer і 


X О 


A 
PP (over beide krommen)- As maar Ae A;c 


Leggen we ор kromme g, vanuit P een afstand As af naar Р’, dan neemt a 
met А за toe. Zie figuur 2.28. Leggen we op g, vanuit P dezelfde afstand As af, 


Aa 
dan is A,a kleiner dan А,а. We noemen daarom TE de gemiddelde kromming 
s 
van de kromme tussen P en P' en definiéren het begrip kromming als volgt: | 
Definitie Onder de kromming kin een punt P op een kromme verstaan we: 


k= lim — = lim = — 
Paap AS дуо AS ds 


da 
kromming k Men kan nu uit k — de een formule afleiden waarin k wordt uitgedrukt in 
y-waarden (y = &(х)). We zullen dat niet doen, maar de merkwaardig be- 
knopte formule hier gewoon presenteren: 
y 


k= m 
Ur 


Ш 


Hoe groot is de kromming іп een buigpunt van een grafiek? Gebruik formule [1]. 


Definitie 


Teken de grafiek van de functie f(x) — x?. 
Waar is de kromming (zo te zien aan de grafiek) het grootst? 


Bereken de kromming ken laat zien dat k in dat punt daadwerkelijk maximaal is. 
Hoe grootis lim k? Klopt dat in de tekening? 


Kp о 


Opmerkingen: 

1 Op plaatsen in de grafiek waarin y' verwaarloosbaar klein is ten opzichte 
van 1, geldt dat de kromming k = y". 

2 De kromming van een concave grafiek is negatief (y" < 0). 


Het begrip kromming wordt in de wegenbouw gebruikt, bijvoorbeeld bij de 
overgang van rotondes naar rechte wegdelen, om geleidelijke overgangen te 
maken, zodat daarbij geen abrupte stuurbewegingen gemaakt hoeven te wor- 
den door de weggebruiker. 

In de bouwkunde is de kromming een stuk 'gereedschap' in de sterkteleer (bij 
de berekening van de doorbuiging van belaste balken en dergelijke). 
Kromming wordt in de werktuigbouwkunde gebruikt bij bijvoorbeeld bere- 
keningen aan de nokkenschijf. 


Laat in een punt P van een grafiek de kromming gelijk zijn aan К. De cirkel die de 
grafiek raakt in P en dezelfde kromming heeft, heet de osculatiecirkel, zoencirkel 
of kromtecirkel in P. 

1 

i 


| 
De benaming 'zoencirkel' is afKomstig van Leibniz, wellicht geinspireerd 
door het feit dat de cirkel en de kromme elkaar lokaal het dichtst benaderen, 
zie figuur 2.29. 


De straal van deze cirkel, ook wel kromtestraal genoemd, is 
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Vraagstukken 


2.97 


2.98 


2.101 


We hebben eerder gezien dat de impliciete functie y? — x? = 100 voor x = 0 twee ex- 
treme waarden bezit: y= 10 en y = —10. We willen nu aan de hand van y" nagaan of 


het om een minimum gaat of een maximum. 
X y- xy 
Ge SÉ 
Тооп aan dat y'=- еп у” = — 


. Aanwijzing: y" vind је door de деуопаепу: 


‘gewoon’ te differentiëren en daarbij de kettingregel te gebruiken. 

Vul nu de punten (0, 10) en (0, —10) in y" in en ga na of de kromme in de buurt van die 
punten convex of concaaf is. Trek nu de conclusies: у = 10 is een minimum en y= -10 
is een maximum. 


Controleer met behulp van de formule voor k dat de maximale kromming van de para- 
bool y= x? — 4x optreedt in de top (2, –4) van die parabool. 


Bereken het punt op de grafiek van de functie f(x) = In x waarin de kromming maxi- 
maal is. a 

Teken de grafiek van f en de kromtecirkel als gegeven is dat de straal —— is, en het 
middelpunt (2,83; —1,85). 2 

Wat is de vergelijking van de kromtecirkel? 


Bepaal de kromming k van de grafiek van y = e* + e” Schets de grafiek. 
5 | ак 
ераа! — . 
P dx T: 
Vul x = Oinin De en maak dan aannemelijk aan de hand van de grafiek van f, dat 
х 
kin x= 0 maximaal is. 


De kromming van een cirkel x? + y? = А2 zal overal constant moeten zijn. Impliciet 
differentiëren van x? + y? = А2 levert 


X —X R? 
xen у= EL 


ECCO. 
Toon aan dat dat juist is. Aanwijzing: y" vind je door de gevonden y’ ‘gewoon’ te diffe- 
rentiéren en daarbij de kettingregel te gebruiken. 


1 
Toonaandat k= + R (dus: hoe groter R, hoe kleiner k). 


Samenvatting 


In deze leereenheid heb je gezien dat de eerste en tweede afgeleide van een 
functie veel informatie geven over de verandering van functiewaarden. Zo 
maakten we kennis met extreme waarden waarin de functiewaarde een maxi- 
mum of een minimum vertoont en de buigpunten waarin de verandering van 
de functiewaarde een extreme waarde heeft. De voorwaarden voor extreme 
waarden en buigpunten zijn scherp beschreven; in de praktijk worden er 
vaak te snel conclusies getrokken uit f'(x) = О of f"(x) = 0. 

Als onderdeel van een praktische probleemanalyse kan het schetsen van een 
grafiek veel nuttige informatie opleveren. Het stappenplan voor het schetsen 
van grafieken levert snel een schets van een grafiek, maar het stappenplan 
blijft een hulpmiddel: intuïtie en kennis van de grafieken van de elementaire 
functies blijven belangrijk. Ten slotte hebben we een maat gevonden voor de 
kromming van een grafiek van een functie en zagen we dat in een buigpunt 
de kromming de waarde nul heeft. 
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Toets 


Bepaal de aard en de ligging van de extreme waarde(n) van de functie f(x) = xn x. 
Bepaal ook de waarde ervan. 


t 
Bepaal de ligging van het buigpunt (de buigpunten) van de functie f(t) = rome 
* 


Bepaal de kromming in de extremen en in het buigpunt. 


Bepaal de vergelijking van de buigpuntsraaklijn voor het buigpunt dat in het interval 
(0, т) van de functie f(x) = e-* - sin x optreedt. 


Bewering: een voldoende voorwaarde voor de aanwezigheid van een extreem van een 
continue functie f in een punt x = ais, dat de afgeleide D van teken verandert in 
х = a. Is deze bewering juist? 


1 
Maak, op systematische wijze, een schets van de grafiek van de functie f(x) = ех. 


Bepaal de kromming van de kromme (hyperbool) met vergelijking 
x? — y? = 1(|х| > 1) in een willekeurig punt. 


Gegeven de functie f(x) = sin (x + cos x). 
Maak een plot van deze functie op het interval [-6, 6]. Beredeneer dat de functie- 


т т 
waarde gelijk is aan 1 als х= 2 en gelijk aan —1 als x= ЖОС 
т 
Ga na hoe vlak de functie verloopt in het punt х= 2 door daar de kromte- 


straal te bepalen. Maak ook een figuur met zowel de grafiek van f als de 
osculatiecirkel. т 
Ga na hoe 'puntig' de functie verloopt in het punt х= => door daar ook 


de kromtestraal te bepalen. Maak weer een figuur met zowel de grafiek van f als de 
osculatiecirkel. 

Een andere maat voor het ‘vlak’, ‘plat’ of juist ‘puntig’ verlopen van een kromme is het 
aantal termen uit een lokale Taylorreeksontwikkeling dat nodig is om de functie ‘goed’ 


т 
te benaderen. Ga na dat ёёп term van de Taylorreeks rond х= 2 al een redelijke be- 


т 
nadering geeft, terwijl rond х= 72 juist veel meer termen nodig zijn. Vergelijk de 


beide Taylorreeksontwikkelingen eerlijk; dat wil zeggen op gelijke intervalbreedten, 
bijvoorbeeld op [0, тт] respectievelijk [-т, 0]. 
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raktische toepassingen van 


1 


de differentiaalrekenina 


e 


Het geschatte aantal 
SBU's voor deze 
leereenheid is sterk 
afhankelijk van het 
aantal (groeps)op- 
drachten dat je maakt. 
Een maximum van 

8 uur lijkt voldoende 
om de variatie in de 
gebruikswaarde van de 
wiskunde in beeld te 
krijgen. 


We willen in deze leereenheid een beeld geven van de verschillende manie- 
ren waarop de wiskunde kan worden ingezet. 

Soms is het gebruik van de wiskunde zo, dat je alleen op hoofdlijnen een af- 
leiding moet kunnen volgen. Met name bij het praktijkvoorbeeld waarmee 
we deze leereenheid openen is dat het geval. Het gaat er dan om dat je een 
serie begrippen die je al kent, of nieuwe begrippen die je direct begrijpt, op 
een rijtje moet houden en de lijn van het verhaal moet kunnen volgen. 

In andere toepassingen zul je weer een detail uit je eigen vakgebied moeten 
begrijpen om de wiskunde te kunnen inzetten en iets met de uitkomsten te 
kunnen doen. In andere situaties wordt tijdens de behandeling van een on- 
derwerp, ter plaatse, een stukje nieuwe wiskunde afgeleid, dat je dan ook 
moet kunnen gebruiken. 


Opdracht 


Opdracht 


Praktijksituatie sf? e 
In dit – wat gecompliceerde — voorbeeld gaan we na of we met. 
dige kennis de afleiding kunnen volgen die verklaart welke soort kro З 
doorbuiging van bijvoorbeeld hoogspanningskabels vormt: een parabool, e 
goniometrische kromme of een andere functie. De kabel is maar een voorbeeld; 
het kan ook een touwtje of een dun kettinkje zijn. Galilei dacht, ten onrechte, 
dat de doorbuiging de vorm van een parabool had. Het is dus niet een echt 
eenvoudige praktijksituatie. Het gaat er ook alleen maar om dat je het stap voor 
stap kunt volgen, zoals in de praktijk van het wiskundegebruik zo vaak voor- 
komt, of dat je het probleem samen met een groep medestudenten eens ana- 
lyseert en er een presentatie over houdt. 


Onze kabel is een homogene en flexibele koperdraad die is opgehangen aan 
twee vaste punten A en B. De kabel zakt door ten gevolge van zijn eigen ge- 
wicht. W is de massa per meter koperdraad. 


Ga na wat het technische voordeel is van een geringe, respectievelijk een grote door- 
buiging. 


We analyseren het probleem aan de hand van figuur 2.31. In figuur 2.31b is 
een willekeurig, klein elementje van de draad getekend, met een lengte 

As [m], mét de krachten die er op werken. Stel je, om de gedachten te bepa- 
len, een stukje kabel met een lengte van een paar centimeter voor. De massa 
ervan is W - As. De trekspanning in de draad - die steeds loopt in de richting 
van de draad en die zeker niet overal in de kabel gelijk is - noemen we T. De 
trekspanning T is afhankelijk van de plaats in de kabel, dus van x, zie figuur 
2.31a. Bij iedere x hoort een hoek e die de kabel met de horizontale as maakt. 


Probeer eens na te gaan, mede aan de hand van figuur 2.31a, waar de trekspanning T 
het grootst en waar T het kleinst is. Denk daarbij ook aan het gewicht van de draad. 


Figuur 2.31 De kromme die de hoogspanningskabel volgt: de kettinglijn (а) 
en een klein vrijgemaakt elementje A s van de kabel (b) 
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De draad is — uiteraard — in rust, dus de totale som van alle krachten op ås is 

nul. Dat wil zeggen: de som van alle horizontale krachtcomponenten is nul 

én de som van alle verticale krachtcomponenten is nul. Deze krachten zijn 

getekend in figuur 2.31b. In horizontale richting geldt dus, dat 

T(e-- do) - соѕ(р+ de) - T(@) - соѕ (Ф) = О (zie figuur 2.31b) ofwel: 

d(T-cos @) = 0 (1) 
Opdracht 3 Laat zien dat uit [1] volgt: 


G 
T cos(p) = cen dat dus T(p) = —— , met сееп constante. 
COS @ 


In verticale richting is de som van alle krachten óók nul, zodat: 


һә 


d(T sin og) - 5 У: 05 = 0 


Hierin is g de versnelling van de zwaartekracht. 

Met [1] en [2] zijn alle gegevens gebruikt. 

Om de doorbuigingslijn y op afstand x in de kabel te bepalen (zie figuur 
2.31a) kunnen we alleen nog wiskunde aan [1] en [2] toevoegen om die y te 
vinden. 

In de zeventiende eeuw werd voor een vergelijkbaar probleem (de doorzak- 
king van een opgehangen kettinkje) een prijsvraag uitgeschreven, waarop 
bijna alle grote wiskundigen uit die tijd reageerden: Newton, Leibniz, 
Bernoulli en Huygens vonden de oplossing van dit vergelijkbaar probleem. 
Dat ging aldus. 


We bekijken eerst As. In figuur 2.32 is 
getekend hoe we As kunnen uitdruk- Figuur 2.32 


PP'=Vlax}2 + (Ay}2, PP'= As 


ken in Ax en Ay: As =~ /(Ax)? + (Ay)? 


(Pythagoras!) of 


Uit vergelijking [2] volgt nu als we deze ds substitueren: 


Oa 


d(T sin ф) Ww 1 E $ 
(Tsing)2$g-W- + 2% X 
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Opdracht 


Opdracht 


с 
Substitutie van T(e) = —— in [3] levert: 
COS Ф 


d(T sino) =c - d tan c, zodat 


б) 
c-dtanoe-$g-W- 1+ T) а 


ах 
ofwel: 
c-dtan e dy V? 
m ue Wc їч — 
dx 3 P E D 


Nu willen we ф nog kwijtraken; we willen immers een relatie tussen y en x 
overhouden om de doorzakking van de kabel te beschrijven. 


Toon aan dat 


Invullen van het resultaat uit opdracht 4 in vergelijking [4] leidt tot: 


ау e IW dy\? 

2547 5 1+ (1 — 

ах? с Sal 

of, met = – еп k constant: 

GE il dy V? 

Pbi 1 End 5 
Xu S E [5] 


De vergelijking van de buigingslijn y(x) die we zoeken is de oplossing van de 
vergelijking [5]. 

Het bepalen van y(x) is niet eenvoudig; we hebben er nog te weinig wis- 
kunde voor gehad. In deel 2 behandelen we een numerieke methode die ons 
benaderingen van de oplossing zal geven. De exacte oplossing wordt gevon- 
den door 'proberen' van enkele functies die aan de vergelijking zouden kun- 
nen voldoen. Van dit soort vergelijkingen bestaan trouwens oneindig veel 
oplossingen, omdat de hoogte van de ophangpunten boven de grond nog 
moet worden meegenomen. 

We geven hier één oplossing waarvan de controle of ze voldoet natuurlijk 
een mooie oefening is. 


k Gin 
Ga door substitutie van y — 2 ` (e +e d na dat deze y aan [5] voldoet. Om het 


rekenwerk te beperken mag je voor het gemak k — 1 nemen in [5] en in y. 
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| 
| 
| 


Орагасһї 


Opdracht 


In figuur 2.33 is de kromme 
у= (ех + e) getekend. 


2.6.1 Nader onderzoek van de doorbuiging van de kabel 


We verlaten nu het wiskundig pad en gaan de gevonden oplossing 


К хх Eo MV ul РА 
= e*+e ^ |, теє 5 E k , interpreteren. Eerst kijken we naar de 
grootte en/of betekenis van К, c en W. 
с 
We zagen dat de trekspanning T voldoet aan Т(ф) = —— . Kijk nog even in 
COS 9 


figuur 2.31b om te zien waar de hoek o betrekking op heeft. 


Omdat cos o een dimensieloze verhouding is, zal c ook een trekspanning ergens in de 
kabel voorstellen. Voor welke ois c gelijk aan Т? 


We weten nu dat c gelijk is aan de trekspanning in de kabel op het laagste 
punt in de kabel. 

De draad wordt hier het minst op trek belast. In de ophangpunten A en B is 
de trekspanning maximaal, omdat cos ф daar de kleinste waarde heeft. 


Maak ook op een andere manier aannemelijk dat de trekspanning in A en B maximaal 
moet zijn. 


We nemen aan dat de draad massief en van koper is met een soortelijke 
massa 8,91 - 10? kg/m? en een cirkelvormige doorsnede heeft met een dia- 
meter van 1 cm. 
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Opdracht 8 
Opdracht 9a 
b 
c 
d 
e 
Opdrachten 10 
11 


Vraagstukken 2.102 


2.103 


2.104 


Toon aan dat dan geldt: W == 0,70 kg/m. 


We gaan nu k berekenen. 
Kiezen we voor de hoek die de draad in B met de horizontaal insluit 30°, dan 


dy d 
is (9) = tan og = tan 30° = 0,58. Maar de waarde van ES kunnen we 
2 в X B 


kf = | 
ook met behulp van de gevonden oplossing y = HC * ei) vinden door deze 


y naar x te differentiéren en gelijk te stellen aan 0,58 in het ophangpunt B, 
waaruit een waarde voor K volgt. 

We nemen als afstand tussen de hoogspanningsmasten 100 m, en gaan K 
stapsgewijs berekenen. 


Bepaal x in het ophangpunt B (zie figuur 2.31a). 
d 
Bepaal Gi ‚vul x = 50 in en stel het resultaat gelijk aan 0,58. 
B 


Ga na dat k gelijk is aan 91. 

Substitueer x = 50 in de gevonden oplossing yen stel de hoogte van de ophang- 
punten A en B vast. 

Vul x = O in, in de gevonden oplossing y en bepaal hoe hoog de kabel boven het maai- 
veld hangt. 


Ten slotte bekijken we nog enkele andere manieren om de kabel op te han- 
gen en de consequenties daarvan voor de spanningen in de kabel. 

We zagen dat c 7 $- W - К. Bij een zwaartekrachtversnelling g = 9,8 m/s? geldt 
dusdatc-g- У. к= 9,8 · 0,7 - 91 = 624,3 N(ewton). 


Bepaal onder de gegeven omstandigheden de trekspanning in de draad bij x = 0 en 
X = хь = 50 т. 


Zelfde opdracht als 9 en 10, maar nu met pg = 15°. 
Waarom neemt T toe als o kleiner wordt? 


d'y 1 ау? f 
We hebben van de vergelijking dep 14 qm de oplossing 


у=- · (e + ei) gevonden. Is y + 20 dan ook een oplossing? Hoe kan dat? 


Onder de treksterkte uitgedrukt in N/mm?, wordt de trekspanning per vierkante 
millimeter verstaan waarbij het materiaal zal bezwijken. De treksterkte van koper is 
220 Nimm? 

Bepaal de grootst toelaatbare trekspanning T in B, als men in verband met wind-, 
sneeuw-, water- en ijzelbelasting een veiligheidsfactor 10 aanhoudt. 


De som van de beide verticale trekkrachtcomponenten in A en B moet uiteraard gelijk 


zijn aan het totale gewicht van de draad. Bepaal hieruit de lengte van de draad in het 
geval dat W = 0,70 kg/m en dat T in B gelijk is aan 1728 Nen o, = 11,5*. 
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Opdracht 12 


Opdracht 13 


cosinushyperbolicus x 
sinushyperbolicus x 


2.6.2 Hyperbolische functies 


k c 
De in de vorige paragraaf gevonden functie f(x) — 2^ (e ST d is geen 


onbekende in de toepassingen van de wiskunde. In heel wat situaties komt 
deze functie en zijn afgeleide voor. Zie figuur 2.34. In de bouwkunde is het 
een kromme die een constructieboog beschrijft: de zogenoemde kettinglijn- 
boog. Dergelijke bogen treffen we al aan in de Perzische bouwkunst (circa 
500 na Christus) en in het Pantheon in Parijs (Franse barok). Ook in de mo- 
derne bouwkunst wordt de boog weer toegepast! 

We staan even stil bij de functie f en zijn afgeleide g en zullen enkele merk- 
waardige zaken ontdekken. Voor het gemak nemen we К = 1 en we bestude- 
ren dus de volgende functies: 


Го) = (et + e7) 
8(х) = je“ e) 


Merk op dat f'(x) = g(x). 
Ga na dat ook geldt: g'(x) = f(x) 


Een bijzondere eigenschap is de volgende: (f(x))? + (gG))? = f(2x), want: 
(fe во (EE) (= en ) 
"EL 2 


= 1 (e?* + 2e* e+ (353) + 1(е?*^ —2е*^.е*+ en) 


E 2 (е2 + (27253) 
= f(2x) 
Toon zelf aan dat (f(x))? — (g(3))? = 1. 


We resumeren even wat we gevonden hebben en vergelijken het resultaat 
met wat we krijgen, als we dezelfde rekenkundige bewerkingen toepassen op 
de goniometrische functies cosinus en sinus: 


df(x) dcosx 
dx = SL) Чу = —910х 
dg(x) dsinx 
f) Se = cosx 
Lo? — ($60)? = 1 cos? x sin? x 1 
(f)? ($69)? = f(2x) cos? x — sin? x = cos 2x 


De analogie tussen f(x) en cos x, respectievelijk g(x) en sin x is zo opvallend, 
dat de volgende benamingen voor f(x) en g(x) geen verbazing meer zullen 
wekken: 


f(x) = à(e* + e?) = cosh x 
g(x) = 3(e* — e) = sinh x 


De overeenkomst tussen de betrekkingen van deze /ryperbolische functies en 
de bekende goniometrische functies is, zoals gezegd, opvallend, maar helaas 
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niet volkomen: soms (niet altijd!) staat er bij een hyperbolische functie een ` : 
minnetje op een plaats waar de goniometrische ‘tegenhanger’ een plusje ver- 
toont en omgekeerd. Hiervóór zagen we daar al voorbeelden van. 
De naam 'hyperbolisch' komt voort uit het feit dat de waarden х = cosh(t) en: 
у= sinh(t) voldoen aan de vergelijking van de hyperbool x? — y? = 1. 

In figuur 2.34 en figuur 2.35 zijn de grafieken van de hyperbolische functies 
f(x) = cosh x respectievelijk g(x) = sinh x getekend. 


De hoogspanningskabel uit de vorige paragraaf gaat dus hangen volgens de 
х КУЕ 

functie f(x) = К. cosh G) of f(x) SC CIT 5) : 

Deze kromme wordt daarom ook wel de *kettinglijn' of ‘catenoïde’ (Latijn: 

catena = ketting) genoemd. 


Christiaan Huygens bewees in 1646 (op 17-jarige leeftijd!) dat de kettinglijn 
géén parabool is, zoals tot dan toe werd verondersteld. Het bewijs hangt in 
het museum Hofwijck te Voorburg aan de muur; in geheimschrift, want 
Huygens was bang dat zijn ontdekking zou uitlekken vóór de officiële publi- 
catie ervan. 


Vraagstukken 2.105 a Toon aan dat: 
cosh x cosh y + sinh xsinh y = cosh (x + y) 
cosh x cosh y — sinh xsinh y = cosh (x — y) 
b Ontwikkel zelf de overeenkomstige formules voor sinh(x + y) en sinh(x — y). 
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2.106 Вемегіпд: cosh xen cos x voldoen aan de vergelijking у” + y = 0. Is deze bewering 


juist? 


Christiaan Huygens (1629-1695) 


De differentiaalrekening is niet van de ene op de 
andere dag uitgevonden. Vele personen hebben 
bijgedragen aan de uiteindelijke vormgeving en 
de inhoud van de wiskunde zoals we die nu ge- 
bruiken. Eén van de weinige Hollanders die in de 
beginjaren een belangrijke invloed hebben ge- 
had op deze ontwikkelingen, was Christiaan 
Huygens, de vooral in het buitenland zeer be- 
roemde fysicus, astronoom en wiskundige. 
Christiaan was de zoon van de aristocratische 
dichter-diplomaat Constantijn Huygens. Deze 
noemde zijn zoon ‘mijn kleine Archimedes’, en 
niet ten onrechte, want reeds jong blonk Chris- 
tiaan uit in bijna alles, vooral in de mechanica, 
de wiskunde en de talen. In alle bronnen wordt 
Christiaan Huygens op één lijn geplaatst met 
personen als Newton, Leibniz en Descartes op 
het punt van eruditie en veelzijdigheid. Hij was 
de aanzienlijkste criticus van Newton en Leibniz. 
Newton ontmoette hij een enkele maal in Lon- 
den, Leibniz veelvuldig te Parijs, terwijl Descartes 
‘kind aan huis was’ bij Constantijn Huygens. 
Christiaan Huygens bracht Leibniz in aanraking 
met de differentiaal- en integraalrekening, hoe- 
wel Huygens zich de nieuwe reken- en denkwijze 
zelf nooit helemaal eigen heeft gemaakt. Het 
was hem waarschijnlijk te mechanisch, te gekun- 
steld. Daarnaast was het voor hem een moeilijk 
te verteren zaak, dat de onopgeloste problemen 
uit de wiskunde uit de tijd van Archimedes met 
behulp van de differentiaal- en integraalrekening 
nu door iedere leek konden worden opgelost. 
Overigens moet ook vermeld worden, dat zijn 
gezondheid hem op latere leeftijd de kracht ont- 
nam zich nog intensief met alle nieuwe ontwik- 
kelingen uit de differentiaalrekening bezig te 
houden. 

Huygens heeft veel bijgedragen aan de oplos- 
sing van vraagstukken uit de dynamica, de op- 
tica, de wiskunde, zwaartepuntsbepalingen met 
behulp van de uitdrukking f xy dy (zie leer- 
eenheid 4.4) en de waarschijnlijkheidsleer. 

In zijn boek Horologium Oscillatorium staat zijn 
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theorie over de mathematische slinger (zie leer- 
eenheid 2.1 en de praktijksituatie uit leereenheid 
2.3). Ook is hij de ontdekker van de ring van Sa- 
turnus. Van Lodewijk XIV kreeg Huygens blanco- 
volmacht om de ‘Académie des sciences’ in Pa- 
rijs te stichten, hetgeen hij ook inderdaad 
volbracht. Op latere leeftijd ging zijn interesse 
meer uit naar de experimentele natuurkunde in 
plaats van naar de zuivere wiskunde. In die pe- 
riode paste hij zijn geometrische theorieën van 
lenzen zelf toe in kijkers en microscopen. Ook 
verbeterde hij de toen reeds bekende luchtpom- 
pen. Als een van de eersten bedacht hij het prin- 
cipe van de motor, op basis van de explosieve 
werking van buskruit. Zijn vele buitenlandse ac- 
tiviteiten zijn vermoedelijk te verklaren door het 
feit dat een Hollands professoraat hem niet lu- 
cratief genoeg was еп... waarschijnlijk beneden 
zijn stand. 

Van al zijn boeken heeft het na zijn dood gepu- 
bliceerde boek Kosmotheoros (De wereld- 
beschouwer) verreweg de breedste kring van le- 
zers getrokken. Het bevat redeneringen over het 
hoe en waarom van dierlijk leven op andere pla- 
neten. Hij durfde het waarschijnlijk niet eerder in 
de openbaarheid te brengen, mede vanwege de 
te verwachten weerstanden uit religieuze hoek. 


Opdracht 


(33914 a 


2.6.3 Nog enkele uitgewerkte voorbeelden 


Voorbeeld 2.41 

Een fabrikant van conservenblikjes fabriceert blikjes in de vorm van rechte 
cirkelcilinders. Hij wil deze blikjes een inhoud van liter (= 1 dm?) geven, 
uiteraard tegen zo laag mogelijke kosten. Gesteld dat het materiaal van de 
boven- en onderzijde driemaal zo duur is per vierkante meter als het blik 


waar de cilindermantel van gemaakt wordt, hoe moet hij dan de hoogte ben: 


de diameter d kiezen om de materiaalkosten te minimaliseren? 


Dit is een 'klassiek' voorbeeld van een praktisch probleem, dat we met be- 
hulp van eenvoudige differentiaalrekening en computeralgebra kunnen op- 
lossen. 

Voor het volume V van een rechte cirkelcilinder met straal r (= d/2) en 
hoogte л geldt algemeen: 


V-—ar?h 


1 
In ons geval geldt dus 1 = пг2Л, zodat П=—. 
mr 
Als we de prijs van het materiaal voor de cilindermantel op p euro per dm? 
stellen en we drukken геп h eveneens in decimeters uit, dan geldt voor de 
materiaalkosten K van één blikje: 


k= kosten bovenzijde + kosten onderzijde + kosten cilindermantel 
=3р.тг2 + Ap. ar? +p: 2тгһ 
= бртг? + 2pmrh 


1 
Definieer һ= — en k= бртг2 + 2ртгһ als functies in ееп computeralgebra- 
тг 


х р 
programma. Het resultaat zal zijn: k= 6pmr? + 2 - z 


Maak een plot van k als functie van r voor verschillende waarden van p. Wat valt je op? 
Maak een schatting van de waarde van r waarvoor k minimaal is. 
Laat met behulp van de afgeleide van k zien dat de waarde van r waarvoor k minimaal 


1 
is gelijk is aan r= мт . Waarom is r onafhankelijk van p? 
T 


Bereken diameter d en hoogte h van het blikje bij minimale kosten. 

Ga na welke afmetingen het blikje zou moeten hebben als de kosten van het materiaal 
van bodem, deksel en zijkant gelijk zijn. 

Ga na welke afmetingen het goedkoopste resultaat zouden geven als het materiaal 
voor bodem en deksel niet drie, maar a keer zo duur is als het zijwandmateriaal (a » 0). 


Voorbeeld 2.42 

Een tweede 'klassiek' voorbeeld van een praktische toepassing van de diffe- 
rentiaalrekening heeft betrekking op een gelijkspanningsbron met bron- 
spanning E en inwendige weerstand R, waarop een uitwendige weerstand К, 
is aangesloten. 

De vraag is, hoe groot we R, moeten kiezen om een zo groot mogelijk vermo- 
gen aan de bron te onttrekken (zie figuur 2.36). 
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— РЫС 08. 


Í 


SEREEN UR de. - 


ч 


Opdracht 15 
Vraagstukken 
2.107 
2.108 
2.109 


Om deze vraag te kunnen beantwoor- 
den, drukken we het aan К, afgegeven 
vermogen P, uit in Е, К, (beide con- 
stant) en R, (vrij te kiezen, dus varia- 
bel): 


2 
P. —I2.R = R 
u u u oan) u 


Om de extremen van P, als functie van 


R, te vinden, bepalen we 
u 

en stellen deze afgeleide vervolgens 

gelijk aan nul: 


ups, RERS? IR URER) о. К-К 
Каре 7.7 (К, +R.) =з T UIROS 


De teller van het rechterlid is nul als Кү, = R,; hier kan dus een extreem lig- 


gen. De aard van dit extreem volgt weer uit het teken van de tweede afge- 
leide. 


2 
u 


d 
Bepaal zelf 
epaal ze (s 


gevonden extreem een maximum is. 


) en laat met behulp van de uitkomst daarvan zien, dat het 
Ry В, 


Categorie Algemeen en Recreatie 


Bepaal de inwendige afmetingen van een open cilindrische litermaat, waarvan de 
binnenoppervlakte zo klein mogelijk is. 


Voor het maken van een open cilindervormig waterreservoir met een volume van 
16.0007 dm? zijn de kosten per m? van de bodem tweemaal zo groot als die van de 
zijwand per m?. Bereken de meest economische afmetingen van het reservoir. 


Een van boven open, rechthoekige kippenren wordt aan één zijde tegen een muur ge- 
bouwd. De andere zijden worden van kippengaas gemaakt. Als men de beschikking 
heeft over 20 m gaas, hoe moet men dan de afmetingen kiezen om een zo groot mo- 
gelijke grondoppervlakte te verkrijgen? 
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2.110 


2.111 


2.112 


Vraagstukken 


2.113 


2.114 


2.115 


Een handelaar in oud papier perst het papier in balen met een inhoud van 2 m?, De 
balen worden bijeengehouden door vier ijzeren banden, die om de balen heen- 
geslagen worden. (Zie figuur 2.37.) De lengte van een baal is anderhalfmaal de 
hoogte. Voor het vastmaken is een overlap van 10 cm per band nodig. De handelaar 
wil zo weinig mogelijk band gebruiken (vanwege het kostenaspect en de verwerking 
van het materiaal). Bepaal de afmetingen van de baal zo, dat de handelaar een mini- 
maal aantal meters ijzeren band nodig heeft. 


Op een bouwmarkt kun je in de aanbieding 100 m? tegeltjes voor een zwembad ko- 
pen. Wat is het grootst mogelijke zwembad dat je met deze tegels kunt betegelen, als 
het zwembad overal 1,5 m diep is? 


Vanuit punt A (zie figuur 2.38) moet langs straat 
AB een waterleiding gelegd worden tot punt D en 
vandaar door het aangrenzende terrein naar C. 
Langs de straat zijn de kosten €150 per meter en 
door het terrein €200 per meter. Waar moet punt 
D gekozen worden zodat de kosten minimaal 
zijn? 


AB = 600 m,BC = 500 m. 


Categorie Wiskunde 


Een driehoek heeft twee zijden met lengte a. Hoe groot moet men de ingesloten hoek 
kiezen om de oppervlakte maximaal te laten zijn? 


In een bol met een straal van 30 cm wordt een kegel beschreven. Bereken de afmetin- 
gen van de kegel als de inhoud maximaal moet zijn. 


Van twee positieve getallen is het product gelijk aan 1 en de som minimaal. Welke zijn 
die getallen? 
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e? 


2.116 


2.117 


Vraagstukken 


2.118 


2.119 


Van twee reële getallen is de som 1 en de som van hun reciproke waarden minimaal. 
Welke zijn die getallen? 


Een punt P beweegt over de omtrek van een cirkel met middellijn AB, met AB = 10. 
Waar ligt P als: 

de oppervlakte van de driehoek ABP maximaal moet zijn. 

de omtrek van de driehoek ABP maximaal moet zijn? 


Categorie Natuurwetenschappen 


Voor de snelheidsverdelingswet van een ideaal gas (de zogeheten Maxwellverdeling) 
geldt: 


dn. 48 (my == dc- Ко - d 
— = —. | — ; z = - dc 

o Ja A a EAS 
Hierin is: 


m = massa van de deeltjes (moleculen). 

n, = aantal deeltjes met snelheid c (c > 0). 
n = totaal aantal deeltjes. 

К = constante van Boltzmann. 

T - absolute temperatuur. 


Dy 


We gaan op zoek naar het maximum van de functie F(c) (cin R). 
Toon aan dat: 


F(0) = 0. 
lim F(ġ = 0 (De l'Hópital); 
ER 2kT 
F(c) is maximaal voor c — —. 
m 


Voor een afgesloten hoeveelheid gas stelde J. v.d. Waals in 1872 de volgende naar hem 
genoemde gaswet op: 


a 
(+5) (V— b) RT 


Hierin is: 

p = druk van het gas [Pa] 

V = volume [m?] 

R = gasconstante voor 1 mol [J - KI 

T — absolute temperatuur [K] 

a — cohesieconstante [Pa - m$] 

b — eigen volume van de gasmoleculen [m?] 


Elke toestand van het gas, gekarakteriseerd door het drietal (р, V, T) kan als een punt in 
verschillende diagrammen worden weergegeven. Wij nemen het p, V-diagram 

(p: verticaal, V: horizontaal). Als we in dit diagram punten met dezelfde temperatuur 
verbinden, dan krijgen we de zogeheten isothermen. 

Teken met een computeralgebrapakket enige isothermen voor 1 mol kooldioxide 
(CO), als gegeven is: А = 8,3144] - K-',a = 0,3628 Pa - m*en 

b = 0,04267 - 10? т. 

Aanwijzing: beschouw het domein [0,00006; 0,0005] voor het volume V. Neem p in 
het interval (250, 400). 

De isothermen hebben met een lijn evenwijdig aan de horizontale V-as maximaal drie 
snijpunten en vertonen een lokaal minimum, een buigpunt en een lokaal maximum. Er 
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Vraagstukken 


2.120 


2.121 


gw 


is één isotherm waarbij deze drie punten samenvallen. Dit punt heet het kritische punt 
(Vier р) en ligt op de kritische isotherm met temperatuur Т, . Bepaal Vpr Pir en Tyr 


voor kooldioxide (aanwijzing: de kritische isotherm heeft een buigpunt met een hori- 
zontale raaklijn in het kritische punt). 


Categorie Bedrijfskunde 

Een ondernemer werkt met de volgende gegevens: 
p= 60 — iq 

c= 1q? + 109 + 56 


Hierin is: 

q = totale hoeveelheid van een gefabriceerd product. 
p = verkoopprijs van één product. 

с = bedrag van de totale kosten. 


Bepaal de winst w als functie van q. 

Voor welke q is w maximaal? 

Bereken voor de gevonden q de winst en de totale opbrengst. Druk de winst uit in een 
percentage van de totale opbrengst. 

9 · pis de totale opbrengst. De overheid bepaalt echter dat geen hogere winsten ge- 
maakt mogen worden dan } q - p. 

Laat zien dat dan geldt: 


39? – 500— 568 3 - (- iq? + 604) 

Los deze ongelijkheid op. Voor welke q is de winst nu maximaal? 

De totale opbrengst R van een product is afhankelijk van het aantal eenheden kapitaal 
ken het aantal eenheden arbeid A die bij het productieproces worden aangewend. 
Voor een bepaald product geldt: 

R-2.A'.k 

De prijs van een eenheid arbeid is 4 en de prijs van een eenheid kapitaal is 12. Er wor- 
den 60 prijseenheden ingezet. 

Voor welke A en k is de opbrengst maximaal? 


Aanwijzing: 
Omdat 4A + 12k = 60 kan R expliciet in k worden uitgedrukt. Onderzoek 


dR -n Clt 
dk op tekenwisseling (haai de factor (15 — 3k) "enk Be А 
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"-—————— ———R 0 


VEE CJ, EE 


Samenvatting 


Als praktijksituatie kozen we in deze leereenheid hoogspanningskabels, om- 
dat deze veel technisch, wiskundig en historisch interessante aspecten verto- 
nen; ze laten zien hoe de wiskunde die je tot nu toe hebt geleerd kan worden 
gebruikt. Via de kettinglijn kwamen we op de hyperbolische functies, die in 
andere toepassingen en ook in deel 2 van deze serie vaak voorkomen. Veel 
toepassingen blijken optimaliseringsvraagstukken te zijn. Het bepalen van 
extreme waarden, zoals we theoretisch hebben besproken in hoofdstuk 2, is 
in een aantal concrete situaties toegepast. Voor ontwerpers van producten en 
processen is het vinden van een oplossing voor een probleem of een stuk 
rekenwerk niet het moeilijkste deel van hun werk. Het kiezen van een oplos- 
sing binnen financiële, technische en esthetische kaders (en het afwegen van 
belangen) is vaak een complicerende factor. 


Toets 


1 Een cilindervormig glazen potje heeft een metalen deksel. De inhoud is 1 liter. Het me- 
taal is driemaal zo duur als het glas. Bepaal de afmetingen van het potje waarbij de kos- 
ten van het materiaal minimaal zijn. Aanwijzing: noem de glasprijs per oppervlakte- 
eenheid p.) 


2 Monica kan rond een cirkelvormig zwembad twee keer zo snel lopen als dat ze in het 
water van het zwembad kan zwemmen. Het zwembad heeft een diameter van 400 m. 
Ze wil van het punt A waar zij zich bevindt, naar het recht daartegenover gelegen 
punt B komen, en ze wil een stuk lopen en een stuk zwemmen. Ze voelt aan dat ze 
door een zekere combinatie van lopen langs de rand van het zwembad van A naar C en 


Figuur 


— zwemmen 
zwembad ч 
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E" 


een stuk zwemmen van C naar B het minst snel in B kan komen. De vraag is: waar ligt 
dat punt C? Zie ook figuur 2.39. 

Aanwijzing: 

Noem de zwemsnelheid van Monica: z [m/s]. De benodigde tijd t om van A via C naar 
B te komen is gelijk aan de som van de looptijd en de zwemtijd; deze t is een functie 
van q. Leid eerst af dat 

AC = 2009 


gn 
BC = 400 sin ( 2 


"m 200p 400 /т- Ф 
т sin . 
ы Ор NE 


Bepaal nu het maximum van t. 


Een ondernemer heeft de volgende gegevens tot zijn beschikking: 
olli D 
c= iq? + 100 


Hierin is: 

q — totale hoeveelheid van een gefabriceerd product 
p = verkoopprijs van één product 

с = bedrag van de totale kosten. 


Voor welke prijs is de winst maximaal? Hoe groot is q dan? 


ax? + bx c 

x(x + d) 
Deze functie moet de volgende eigenschappen hebben: 
In het punt (р, p) is de raaklijn horizontaal en in het punt (-3p, —3p) is er een buigpunt. 
Verder moet de grafiek een horizontale asymptoot у = 1 hebben voor x о. 
Bepaal a, b, c, d, en p. Plot dan de functie, de punten (p, p) en (-3p, -3p), alsmede de 
raaklijnen in deze punten. 


Gegeven is de functie f(x) — 
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Eindtoets hoofdstuk 2 


1 Een paprika heeft tijdens de groei een massa m(t), met t uitgedrukt in dagen, van 


I 
| 
| 1 
MES gram. 
| | 0,006 +е 
| a Als de paprika altijd aan de plant zou blijven zitten, wat is dan zijn gewicht op den 
i 


duur? 
b Na hoeveel dagen is de massatoename per tijdseenheid (de groei) maximaal? 


| 2  Inhetelektrisch circuit uit figuur 2.40 geldt de vergelijking: 


| Ri+ L ч Е 
| i+L—= 
| dt 
Hierin is: 
R = elektrische weerstand in de keten 
i = elektrische stroomsterkte door de keten Figuur 2.40 Elektrisch 
L = coëfficiënt van zelfinductie in de keten netwerk 
E = aangelegde elektrische bronspanning. 


| E R 
| a Laatzien dat i(t) = d (1 -е Si aan de 


vergelijking voldoet. 

b Schets de grafiek van itegen t. 

с Heeft de grafiek buigpunten? 

d Geef de eerste drie termen uit de Maclaurinreeks van i(t) 
en leid daaruit af dat in de buurt van t = 0 geldt: 


‚ааб R 
! К) ==. 6. (1 — . i E 
L 2L 
e Bepaal de limietwaarde van i(t) voor t — =. 


E 
f Ganuuitvani- RE Als in die situatie Een R kunnen variéren, bepaal dan de totale 


differentiaal van i. 


hx 


in d 
3  Alsyz ——( = tanh х), bepaal dan E . Is het resultaat helemaal vergelijkbaar 
cosh x dx 


met de afgeleide van tan x? 
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po Oo D 


Een ondernemer heeft de volgende gegevens ter beschikking: 


9 = 120 – jp 2 
c= }9? + 100 
Hierin is: 


q — totale hoeveelheid van een gefabriceerd product 
p = verkoopprijs van één product 
с = bedrag van de totale kosten. 


Voor welke prijs is de winst maximaal? Hoe groot is q dan? 


Bereken met de regel van Ое l'Hôpital lim ` vier, 
Aanwijzing: 2 

Bereken deze limiet als: lim — 

Schets de grafiek van de functie f(x) = x?e^ . 
Bereken de kromming van de grafiek in x = 0. 


Zie figuur 2.41. Als Monica zich op de kade 
in punt A bevindt, ziet ze in D een drenke- 
ling in het water. Ze kan goed zwemmen en 
schiet hem te hulp, maar lopen langs de 
kade gaat drie keer zo snel als zwemmen. 
Bepaal het punt P zodanig dat ze zo snel 
mogelijk bij de drenkeling is, als BD = 12 m 
en AB = 20 m. 

Aanwijzing: 

Noem Monica's zwemsnelheid z, dan is 
haar loopsnelheid 3 2. 


Stel ВР = х, dan is DP = /144+x?. 
Bepaal nu de benodigde tijd t(x) om van A 


via P naar D te komen, en bepaal het 
minimum van t(x). 


(1,2)!-* Jxsinx 


Definieer de functie f(x) — - 
sinx 


Onderzoek de functie op de volgende punten: 

Bepaal het domein. 

Bereken de linker- en rechterlimieten in de punten -Зт, 27, —, 0, п, 21, 3v. 
Welke soorten discontinuiteit ontdek je? 

Hoe gedraagt de functie zich voor x naar c en naar —? 

Schets de functie op papier. 

Bepaal op het interval [-3m, 3] zo goed mogelijk de extremen. 
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Wy has my stay here yielded no fruit? 
ould it be because you lacked the 
ige to shake the tr 
ello} 
ium ] berekeningen met behulp van een computer 282 
Hi numeriek oplossen van nlet-lineaire vergelijkingen met éér 
onDekend: 292 | 
methoc van Newton-Raphson 308 ] 
e methode van successieve substitutie 322 | 
kindtoe! hoofdstuk 3 336 | 


Het onderwerp van dit hoofdstuk is het oplossen van vergelijkingen 
met één onbekende die niet exact oplosbaar zijn. Dat wil zeggen: er 
bestaat geen recept met een eindig aantal stappen waarmee de 
oplossing precies kan worden bepaald. Daarom zul je je toevlucht 
moeten nemen tot een computer die razendsnel zoveel stappen in 
de richting van de oplossing zet, dat ze met voldoende nauwkeurig- 
heid bekend wordt. 


Praktijksituatie 

Een geit staat aan de ketting aan de 
rand van een cirkelvormig weiland. 
Hoe lang moet de ketting zijn, ten op- 
zichte van de straal van het weiland, 
opdat de geit precies de helft van het 
weiland kan afgrazen? 


In figuur 3.1a is G het vast uiteinde van 

de ketting op de rand van een cirkel 

met straal R en middelpunt M. De af- 

standen GQ en GP zijn beide stralen 

van een cirkelboog (met straal r) en zijn 

gelijk aan de te bepalen lengte van de 

ketting. Het door de geit af te grazen gedeelte is gearceerd weergegeven. Het 

gearceerde gedeelte rechts van de middellijn van de cirkel moet gelijk zijn aan 

ImR?. 

De hoek MGQ noemen we a. In de gelijkbenige driehoek MGQ 

(met MG = МО = Кеп 

СО =r) geldt (zie figuur 3.16): 
1 

соза = T o r- 2R cosa 


Figuur3.] Het gearceerde gedeelte rechts van de 
middenlijn van de cirkel moet gelijk zijn аап+лВ? 


һ b 
sina-—olhzRsina 

R 
opp(AMGQ) = 37. л — 1/К Р 
sin а = R? sin a cos а M 

P. $ 
ОЛ, 

Voor het gearceerde gedeelte 
rechts van de middellijn in 6 


figuur 3.1a geldt (zie 
figuur 3.1b): 


Opp. cirkelsector СРО + (Opp. cirkelsector МСО — Opp. AMGQ) = 1« R?, ofals 
'rebus', zie fig. 3.1c: 


Figuur 3.1c Opbouw PGQ uit figuren 3.1a en b 


Dus: Jar? + (3 (п — 2a)R? — R? sin a cos o) = 3« R? 
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nune 
2a cos? a+ br а —sina соѕ а= 1, T 
Of, in de meer gebruikelijke standaardvorm i 


Za cos? a+ im-«-sinacosa-0 


sing niet exact te bepalen is. 
Wel bestaan er tal van systematische numerieke method 
sing willekeurig dicht benaderd kan worden. Drie van 
we in detail bespreken. Eerst houden we ons bezig met 
kunnen optreden bij numerieke oplossingsmethoden. 


| 

| 
| 
t 

‚a 


_ Leereenheid 3.1_ 


Numerieke berekeni 


van een c comput сег 


Het aantal SBU's 


bedraagt ongeveer 7. 


Als er gebruik gemaakt wordt van een computer, dan zullen getallen afge- 
rond (of afgebroken) worden. Deze veranderingen zijn klein, maar bij reken- 
kundige berekeningen kunnen ze soms zo doorwerken, dat de berekeningen 
resulteren in onnauwkeurige of zelfs geheel foutieve antwoorden. De ant- 
woorden vertonen dan een schijnbare nauwkeurigheid; dat wil zeggen een 
aantal van de getoonde cijfers zijn niet juist. De grootte van de uiteindelijke 
fout kan berekend worden met behulp van een foutenanalyse. Dit is meestal 
ondoenlijk, omdat daarvoor bijvoorbeeld een grondige kennis van de ge- 
bruikte computer noodzakelijk is. Wat we wel kunnen doen, is het reken- 
proces kritisch bekijken als we de computer gaan gebruiken. In het volgende 
doen we dit bij het berekenen van een aantal limieten. 


Opdracht 


Praktijksituatie 
In dit hoofdstuk kan bijna alles met de computer gedaan worden. Natuurlijk 
bedoelen we dan met behulp van speciale software of met zelf geschreven 
programma's. Binnen de wiskunde en het onderwijs daarin zijn tegenwoor- 
dig computeralgebrapakketten zoals Maple, Derive en Mathematica op ruime 
schaal beschikbaar én in gebruik. Daarnaast worden spreadsheetprogramma's 
zoals Excel steeds meer toegepast. Zeker als het gaat om numerieke berekenin- 
gen zijn de laatste zeer geschikt, zoals we in dit hoofdstuk ook zullen zien. 
Bij numerieke berekeningen — als tegenhanger van symbolische (exacte) 
berekeningen — hebben spreadsheetprogramma’s echter één beperking ten 
opzichte van computeralgebrapakketten. De nauwkeurigheid van Excel is be- 
perkt, die van CA is dat in principe niet. Het moet nadrukkelijk worden ge- 
steld dat voor de meeste praktijksituaties de nauwkeurigheid van Excel en an- 
dere spreadsheetprogramma's groot genoeg is, ze is namelijk te vergelijken met 
die van zakrekenmachines, of enkele decimalen beter. Waarom vermelden we 
dan toch dit verschil? 
In dit hoofdstuk komt een aantal numerieke methoden ter sprake waarvan de 
nauwkeurigheid zeer groot is. In Excel kun je dat dan nauwelijks verifiëren, van- 
wege het beperkte aantal decimalen waarmee intern gewerkt wordt en dat in 
de uitvoer maximaal getoond kan worden. In een CA-pakket kan dit wel. 
We geven nu een eenvoudig voorbeeld waarmee we kunnen testen wat de 
nauwkeurigheid is van het spreadheetprogramma dat we gebruiken. Zet met 
Celeigenschappen het formaat van een aantal cellen in een kolom op: Weten- 
schappelijk (Scientific) met 20 decimalen achter de komma. Bereken dan 
achtereenvolgens in dezecellen: = 1 + 1E-11 (20,00000000001), = 1 + 1Е-12, 
= 1+ 1Е-13, = 1 + 1E-14, =1+1Е-15, =1+1Е-16, = 1 + 1E-17, ... . Uitde 
resultaten kun je aflezen wat kennelijk de nauwkeurigheid van het programma 
is, want vanaf een bepaalde cel in de kolom is het antwoord niet meer juist! 


Voer dit uit. 


In de tabel zien we nog enkele 
karakteristieke resultaten. In 


de linkerkolom hebben de ,41421356237310000E+00 | = wortel(2) of SQRT(2) 

cellen de eigenschap: Weten- 1,00000000000001000E+00 | =1 + 1E-14 

schappelijk (Scientific) met Xs 
0 


17 decimalen achter de 1,60000000000000000E «00 
komma. In de tweede kolom 


У „42500000000000000E+00 1 
staan de formules die in de ‚41425438596491000E+00 2 
eerste kolom gebruikt zijn. „41421356296230000E+00 — 3 
,41421356237309000E«00 4 
,41421356237309000E«00 — 5 

De eerste twee cellen verto- IRAK 


nen JD respectievelijk 5,55555555555556000E-01 5/9 
1+1E-14. De berekende 3,14159265358979000E«00 =РІ() 


zi 1) 
waarde уап J2 heeft slechts DAELE SAN, 


12 juiste decimalen achter de 

komma. Dit zien we aan de volgende cellen waarin achtereenvolgende bena- 
deringen van J2 staan, zoals die worden verkregen met de methode van New- 
ton-Raphson (zie leereenheid 3.3). De laatste twee in de rij hebben niet meer 
dan 14 juiste cijfers achter de komma. Meer cijfers achter de komma worden 
noch berekend noch getoond, de getoonde nullen zijn fake. Dit is ook duide- 
lijk te zien aan de in de tabel getoonde resultaten voor 1/9, 5/9 en de getallen 
т en e zoalsExcel die kent. De nullen aan het eind zijn niet juist. 
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—— 


Opdracht 


Opdracht 


e: 
ides 


2. 


8070 1754385964 9122807017 54 


7629 4434333624 4161341483 6: 
504892 4428350974 0033734361 09 
7309504880 1688724209 6980785749 9816 


Beschouw de volgende rij getallen: 
Ug=e-1=1,71828182..., u,21-ug— 1, u222-u,- 1, ..., 


Up=: Uri 


Onderzoek in een spreadsheet het effect op de resultaten voor 1 = n = 25 als we het 
juiste aantal cijfers van u, variëren. Dus bijvoorbeeld bij waarden voor u, als: 1,72, 
1,718, 1,71828, 1,7182818, … Wat is je conclusie? 


sin x 


3.1.1 Delimietberekening lim 


x0 х 


Om een rij punten te vinden die steeds dichter de oorsprong naderen, gaan 
we uit van een startwaarde x, en kiezen vervolgens punten met x-waarden 
gelijk aan een tiende van de voorafgaande x-waarde, dus: 

OMR Xo Xo 
TN ED D TUAE Coo 

10 100 1000 10000 


Moet x hier uitgedrukt worden in radialen of graden, of maakt het niet uit? 


sin x 
Hoe dichter we bij de oorsprong komen, des te beter zal —— de limiet- 


waarde benaderen. We gaan bijvoorbeeld uit van x, — 0,5 zoals in tabel 3.1, 
die verkregen is met behulp van een spreadsheetprogramma. 
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‹о со -0 Ob QN 


We concluderen dat de limietwaarde gelijk aan 1 is (althans, als we van 
bovenaf naar x = О naderen). 


Opmerkingen 

1 In tabel 3.1 is gebruikgemaakt van de komma in plaats уап de decimale 
punt. Let hierop bij gebruik van een spreadsheetprogramma. 

2 In rij 2 (dat wil zeggen in de cellen A2, B2 en C2) hebben we ingetypt: 0,5 
respectievelijk — sin(A2), respectievelijk = sin(A2)/A2. In cel A3 zetten we: 
— A2/10 en de inhoud van deze cel kopiéren we naar de cellen daaronder. 
Na het zodoende vullen van kolom A met de x-waarden, hoeven we dan 
nog slechts de formules in de cellen B2 en C2 naar de cellen daaronder te 
kopiéren. 

3 Een vergelijkbare tabel kan ook met behulp van een computeralgebra- 
programma zoals Derive, Maple of Mathematica worden geproduceerd. 


Dat in het algemeen gesproken enige voorzichtigheid geboden is bij het be- 
rekenen van een limietwaarde, laten we zien in paragraaf 3.1.2 en 3.1.3. 


Vraagstukken 3.1 a Onderzoek zelf — op een wijze als getoond - de limiet als x van onderaf naar nul gaat. 
b Teken in één figuur de grafieken van x en sin x op een interval symmetrisch rond x = 0. 


H H D H H sin x 
Kun je hierin zien dat lim ——21? 
x50 X 


3.2  Watis de invloed op het resultaat bij het veranderen van het aantal weergegeven deci- 
malen? 


tan x 
3.3 Onderzoek de limiet lim — — zoals in paragraaf 3.1.1 en vraagstuk 3.1. Zoals 
x 


x — 0 


sin x 
bekend geldt: tan x = —— . Wat concludeer je nu - gelet op het resultaat — voor het 
COS X 


gedrag van cos x in de buurt van x = 0? 
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Opdracht 


1- cos x 
3.1.2 Delimietberekening lim — — — 
x—0 х 


Bereken deze limiet met uitsluitend papier en potlood. (1 — cos x = 2 sin? (} х), enzo- 
voort) 


Als we x op dezelfde manier naar nul laten gaan als in paragraaf 3.1.1 dan 
krijgen we tabel 3.2 uitgaande van x, — 0,1. 


 Tabel 32 N.B. x? wordt in Excel ingevoerd via x^2 


A B c D E 
KX (1- соѕ(х))/х^2 
1 0,1 0,50 0,4996 0,499583 0,49958347220 
2 0,01 0,50 0,5000 0,499996 0,49999583335 
3 0,001 0,50 0,5000 0,500000 0,49999995833 
4 0,0001 0,50 0,5000 0,500000 0,49999999696 
5 0,00001 0,50 0,5000 0,500000 0,50000004137 
6 0,000001 0,50 0,5000 0,500044 0,50004445029 
7 0,0000001 0,50 0,5000 0,499600 0,49960036108 
8 1E-08 0,00 0,0000 0,000000 0,00000000000 
9 1E-09 0,00 0,0000 0,000000 0,00000000000 
In kolom B, C, D respectievelijk E staan de resultaten afgerond tot op 2, 4, 6 
respectievelijk 11 decimalen achter de komma. We zien dat de limietwaarde 
(die gelijk is aan 0,5) op den duur niet meer als resultaat gevonden wordt; dit 
is onafhankelijk van het aantal weergegeven cijfers. De precisie waarmee in- 
tern in het spreadsheet-programma wordt gewerkt is nu eenmaal beperkt. 
Zodra de teller gelijk is aan nul (als onterecht voor cos(x) de waarde 1 wordt 
afgegeven), wordt de waarde van de breuk — terecht — gelijk aan nul gesteld. 
Dit gebeurt kennelijk in de laatste twee regels. Dat het resultaat bij х = 1E-6 
en 1E-7 (regel 6 en 7) slechter is dan in de regel daarboven, is te wijten aan 
afrondingsfouten. 
Vraagstukken 3.4 a Geef behalve het quotiënt ook het verschil 1 — cos x en de waarde van cos x als tussen- 
resultaten in een spreadsheet weer voor x-waarden die van bovenaf naar nul gaan. 
b Idem voor x-waarden die van onderaf naar nul gaan. 
3.5 Bepaal de waarde van de volgende limieten door het berekenen van de functie- 
waarden. Ga uit van een startwaarde х, = 0,01 en de x-waarden: 
Xo Хо Хо 
0+ 2 ^ 4 , 8 DH 
1 — cosx x— sin x 
a lim с lim 3 
x—0 X x—0 X 
1 — cos? x tan x — sin x 
b lim c] lm SSS 
x0 x? x—0 x3 


286 3 Het oplossen van niet-lineaire vergelijkingen 


Spreadsheets, ontstaan en betekenis 


Het elektronische werkblad werd in 1978 uitge- 
vonden in Amerika. Het kreeg onder de naam 
VisiCalc grote bekendheid en was in eerste in- 
stantie bruikbaar op de Apple-computer. In de 
daaropvolgende jaren zijn er vele soortgelijke 
programma’s op de markt gekomen, zodat nu 
voor elk type computer wel één of andere vorm 
van elektronische werkbladen beschikbaar is. 
Andere benamingen voor deze soort 
programma’s zijn: rekenbladen, spreadsheets of 
calculatieprogramma's. Zo maar wat merk- 
namen zijn: VisiCalc, SuperCalc, CalcStar, 
PerfectCalc, ProCalc, Multiplan, Quattro Pro 
(Borland), Lotus 1-2-3, Excel (Microsoft). 

De laatste is wereldwijd het meest bekend. 


Het computerscherm, of het werkvenster daarin, 
vertoont slechts een klein gedeelte van het elek- 
tronische werkblad; een werkblad kan vele 
beeldschermen groot zijn. 

Het werkblad is verdeeld in cellen, de snijpunten 
van kolommen en rijen. Traditioneel worden de 
kolommen ‘genummerd’ met A, B, C, D, … Z, 
AA, AB, AC, ..., AZ, BA, BB enzovoort. De rijen 
worden genummerd met de gehele getallen 1, 
2,3, ..., enzovoort. Elke cel heeft daardoor een 
uniek 'adres': A1, C10, enzovoort. (Denk aan de 
posities op een schaakbord.) 

In een cel kan informatie worden geplaatst in de 
vorm van getallen, teksten of formules. Het 
werkblad vertoont slechts de teksten en de ge- 
tallen (zoals ingegeven of zoals berekend door 
de formule). De formules bevatten variabelen in 
de vorm van celverwijzingen. Bij de berekening 
van een formule worden de waarden van de cel- 
inhouden waarnaar wordt verwezen, gebruikt. 
Voorbeeld: zet in cel C1 de formule’ = А1 + B1’ 
en in C1 komt de som te staan van de cel- 
inhouden van Al en B1. 


De laatste generatie spreadsheets bergt tal van 
wiskundige mogelijkheden in zich die bij de eer- 
ste generatie uit de jaren zeventig en tachtig 
nog wensdromen waren. 


Het is wel aardig nog te vermelden dat het eerste 
spreadsheetprogramma uit 1978 ontstond ten 
gevolge van de frustratie van een student aan de 
Harvard Business School, Dan Bricklin. Dan werd 
het analyseren van drie business-cases per nacht, 
vijf dagen per week behoorlijk beu. Hij bedacht 
samen met zijn vriend Robert Frankston, een 
bekwaam programmeur, een elegante oplossing 
voor het taaie rekenwerk. In hun bedrijfje, Soft- 
ware Arts, ontwikkelden zij VisiCalc. Een derde 
student, Dan Fylstra, verkreeg de rechten het 
programma op de markt te brengen, zijn bedrijf 
Personal Software (nu VisiCorp) bracht in het- 
zelfde jaar nog VisiCalc uit. Kort hiervoor hadden 
Steve Wozniak en Steve Jobs hun Apple Il-com- 
puter uitgebracht. De combinatie Apple PC / 
VisiCalc vulde het gat in de markt; vooral in de 
financiële wereld en het zakenleven is sindsdien 
het spreadsheetprogramma niet meer weg te 
denken. In wisselwerking met de gebruikers ont- 
stonden de volgende generaties met de be- 
kende If... Then... Else-analysemogelijkheden en 
vele andere extra's. 

Door het enorme succes juist in de financiële 
wereld denken velen nu nog dat het slechts 
programma’s zijn die door ‘boekhouders’ ge- 
bruikt worden. Niets is minder waar; juist door 
de inmiddels ook geintroduceerde vele wiskun- 
dige en statistische functies zijn het krachtige 
instrumenten in de handen van elke ingenieur. 


spreadsheetprogramma 
traditionele financiéle software 
tekstverwerker 
typemachine 
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Definitie 


Vraagstukken 3.6 


3.7 


3.8 a 


c 


3.1.3 De berekening van het getal e 


In hoofdstuk 1 leereenheid 3 werd het getal e als volgt gedefinieerd: 


E e оча 
ET | Week rr ar? 


Numeriek kunnen we e dus op twee verschillende manieren benaderen. We 
proberen eerst de limiet uit het tweede lid te berekenen, zie tabel 3.3. 


Tabel3.3 М.В. De macht n wordt in Excel ingevoerd via ^n 


k n (1 + 1/n^n exp1 – (1 + 1/л)^л 
0 Т,Е +00 2,0000000000 0,7182818285 
1 1,Е +02 2,7048138294 0,0134679990 
2 1,E +04 2,7181459268 0,0001359016 
3 1,E+06 2,7182804692 0,0000013593 
4 Т,Е +08 2,7182817864 0,0000000421 
5 Т,Е +10 2,7182820532 —0,0000002248 
6 Т,Е +12 2,7185234960 —0,0002416676 
7 Т,Е+ 14 2,7161100341 0,0021711944 
8 LE 16 1,0000000000 1,7182818285 
9 LE +18 1,0000000000 1,7182818285 
10 1,E +20 1,0000000000 1,7182818285 


Voor п namen we 100* (К = 0, 1, 2, 3, …). In de derde kolom zien we dat 

vanaf k = 5 beslist geen juiste waarde meer gevonden wordt. In de vierde 
kolom zien we dat aanvankelijk – met het toenemen уап п — de fout 

(e — (1 + 1/7) n) afneemt, maar dat ze vanaf К = 5 weer fors toeneemt. Dit 
laatste is het gevolg van afrondingsfouten bij het berekenen van de hoge 
machten in kolom 3. 


Verifieer dat (1 + 1/n)^n gelijk is aan е^(п · In (1 + 1/n)). Voer voorgaande berekenin- 
gen uit met e'(n - In (1 + 1/n)). Heb je een verklaring voor de nog steeds niet gelijk aan 
nul zijnde verschillen [e — e^(n · In (1 + 1/0)? 


Bepaal — via een numerieke tabel — de limiet (1 — 1/n)^ voor n nadert tot oneindig. 
Toon ook de fouten! 


Bereken desom 1 — } + 1 — } +... met behulp van een (zak)computer zó, dat ge- 
stopt wordt als de absolute waarde van een term kleiner wordt dan 0,5 · 107%. 


1 ) d 1 1 
De som kunnen we herschrijven als ( - ;) + E - z) + (ts e 3з) ...,metnu dus 


alleen positieve termen (1 — 3) = 3, (4 — 1) = 1, enz. Toon aan dat voor deze termen 
1 РА 

geldt: t, = 223 теск = 1, 2, 3, ..., en herhaal de berekening van de som zó dat ge- 

stopt wordt als de absolute waarde van een term kleiner wordt dan 0,5 - 10“. 


Vergelijk de gevonden partiële sommen. Wat is jouw conclusie voor de limiet van de 
som als het aantal termen tot oneindig nadert? 
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3.1.4 Een tweede manier om ete berekenen 


In plaats van (1 + 1/n)" te berekenen voor toenemende waarde van n kunnen 
we ook steeds meer termen van de vorm 1/k! met k opeenvolgende gehele 
getallen bij elkaar tellen. Ofwel: 
tT TL 

e= lim È —=—+—+—+—+... 

n- e „КОНК ОАТ 
Hoe groter n, hoe beter de benadering zal zijn, tenminste als de berekenin- 
gen exact worden uitgevoerd. Het gebruik van een computer (hoe groot of 
goed deze ook is) levert problemen op, omdat vanaf zekere waarde van k de 
term 1/K! niet meer tot de som zal bijdragen. 


Opdracht 5 Wat is er dan precies aan de hand? 


We gebruiken weer een spreadsheet en berekenen een benadering van e door 
sommatie van de eerste twintig termen van de reeks, waarbij de hulp- 
variabele К dus loopt van О tot en met 19. We krijgen tabel 3.4. 


Deze benadering blijkt evenveel goede cijfers te hebben als het getal e in het 
gebruikte programma zelf heeft. (Opvragen van e met bijvoorbeeld 25 cijfers 
achter de komma levert: exp(1) = 2,7182818284590500000000000 (MS Excel). 
Hiervan zijn maximaal de eerste veertien decimalen achter de komma te 
vertrouwen). 

Vanaf achttien termen blijkt de partiële som dus evenveel juiste cijfers te 
hebben als het getal e in de computer zelf heeft. Dit komt doordat 


1 
EI — 2,81145725434552E-15 en de volgende termen niet meer bijdragen 


aan het resultaat van de partiéle sommen. 


Tabel 3.4 

k UN Sum [1/(!), {/, 0, KI afwijking 

0 1,00000000000000 1,00000000000000 0,71828182845905 
1 1,00000000000000  2,00000000000000 ^ 0,71828182845905 
2 0,50000000000000 ^ 2,50000000000000 ^ 0,21828182845905 
3 0,16666666666667 2,66666666666667 0,05161516179238 
4 0,04166666666667 ` 2,70833333333333 0,00994849512571 
5 0,00833333333333 2,71666666666667 ^ 0,00161516173238 
6 0,00138888888889 2,71805555555556 0,00022627290349 
7 0,00019841269841 7,71825396825397 0,00002786020508 
8 0,00002480158730 2,71827876984127 0,00000305861778 
9 0,00000275573192 2,71828152557319 0 

10 0,00000027557319 2,71828180114638 0,00000002731266 
11 0,00000002505211 2,11828182619849 — 0,00000000226055 
12 0,00000000208768 2,71828182828617. 0,00000000017288 
13 0,00000000016059 2,71828182844676 0,00000000001229 
14 0,00000000001147 2,718281828458235 0,00000000000081 
15 0,00000000000076 2,71828182845899 0,00000000000005 
16 0,00000000000005 2,71828182845904 ^ 0,00000000000000 
17 0,00000000000000 2,71828182845905 0,00000000000000 
18 0,00000000000000  2,71828182845905 0,00000000000000 
19 0,00000000000000 2,71828182845905 0,00000000000000 
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Opdracht 6 


Vraagstukken 3.9 


3.10 


3.11 


3.12 


Vanaf hoeveel termen zou het resultaat geschikt zijn om afgebeeld te worden op het 
scherm van jouw zakrekenmachine? 


Aan de hand van enkele voorbeelden hebben we gezien dat het berekenen 
van limieten met een computer problemen kan opleveren. Afrondingen 
bijvoorbeeld kunnen de uitkomst belangrijk beinvloeden en het is dan 
soms moeilijk te bepalen wanneer we de berekeningen kunnen staken. Een 
analyse vooraf bij dit soort problemen is daarom meestal niet overbodig. 


6 


G n asi 

egeven: — = lim == 

9 945 nae Fei Кё 

Voer de berekening in het rechterlid uit met een (zak)computer еп een programma 
naar keuze. Let met name op het moment waarop de berekening gestaakt kan worden 


omdat de (computerafhankelijke) grens van de nauwkeurigheid bereikt is. 


т? п 
Gegeven: — — lim = 
3 6 n = 2, k? 
In dit geval moet k vrij groot genomen worden voordat de berekening van de som ge- 
staakt kan worden. Verifieer dit. Er bestaat ook een formule voor de som van de vierde 
machten van 1 /k. Tracht het gehele getal Cte bepalen zodat: 


те aol 
EMIT a 
aem. A 


п» = kel 


De formules uit de vraagstukken 3.9 еп 3.10 met de even machten van т zijn ge- 
noemd naar Bernoulli. Er bestaan geen vergelijkbare formules voor de oneven mach- 
ten. Bepaal de constanten C voor de formules met nog hogere even machten van т. 


Tracht door numerieke berekening bij verschillende waarden van a de algemene uit- 
komst te bepalen van de volgende limieten. 


ах – 1 
lim Jx(x-- a) - x b lim met a > 0 
x 


X = x—0 


Samenvatting 


In deze leereenheid ben je je bewust geworden van de problemen die kun- 
nen ontstaan bij het computergebruik ten gevolge van de eindigheid van de 
interne getalspresentatie (eindig aantal decimalen). Met name bij het bereke- 
nen van allerlei limieten komt dit duidelijk naar voren. Zelfs als je gebruik- 
maakt van computeralgebrapakketten (Derive, Maple, Mathematica) om 
numeriek (dat wil zeggen niet symbolisch = niet exact) te rekenen is dit het 
geval. Wel kun je bij de meeste de nauwkeurigheid (het aantal decimalen 
waarmee gerekend wordt) heel ver opvoeren. De meeste spreadsheet- 
programma's werken met hoogstens vijftien of zestien decimalen. 
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Toets 


Bepaal langs numerieke weg de waarde van de limiet 


4 1 1 x? — sin? x 
lim | ——c———|-2 lim ————. 
xo \sin?x х2] ep X2-sin2x 
Bij welke waarde van x beginnen er problemen op te treden bij de linker- respectievelijk 
de rechtervorm? 


Bepaal langs numerieke weg de volgende limieten. Voorbij welke waarde van x begin- 
nen de problemen te komen? Probeer de uitdrukkingen algebraisch om te vormen en 
onderzoek of het numerieke gedrag beter wordt. 


im х (Гах т 2x) с lim (а-у 2) 
lim x (Var +1 +2х) d lim x? (V +8-2) 


xX => оо 


In dit vraagstuk ga je de invloed van een kleine numerieke fout in een coëfficiënt onder- 
zoeken. 
х2—х—2 х2= х= 2,005 


Vergelijk lim. ————— met lim 
x22. X— x2 х- 2 


maak daartoe tabellen met behulp van een spreadsheetprogramma. Onderzoek ook | 
wat het effect is als we de fout groter of kleiner maken. Bedenk zelf nog zo'n situatie | 
met een andere uitdrukking waarvan de limiet wordt genomen. | 


Vergelijk sin(3,14 x) met sin (mx) voor x = 10* (radialen) met k = 0, 1, 2, 3, 4, ... Wat 
valt je op? Wordt de situatie beter als we een betere benadering voor m nemen? 


Beschouw f(x) = (x — т). cos (mx). Maak een tabel voor de functiewaarden met 
х = 10*enk = 1, 2, 3, 4, 5,... .ldem voor x = 10* — 1 enk = 1, 2, 3, 4, 5,.... Is hier 
sprake van een numeriek probleem? Bestaat de limiet voor x — 22? 


Het is heel goed mogelijk om met behulp van een spreadsheetprogramma een grafiek 
van een functie (op schaal) te tekenen. Je moet hiervoor eerst in het werkblad een aan- 
tal X, Y-paren berekend hebben. Behalve staaf- en lijndiagrammen kun je in de meeste 
pakketten ook zogeheten X, Y-diagrammen (grafieken) laten tekenen. Deze vorm 
moet je per se kiezen als de waarden langs de X-as niet equidistant zijn 

(equidistant = op onderling gelijke afstand). 

Produceer de grafiek van de ‘moeilijke! functie van « in het linkerlid van de vergelijking 
Zo, cos? а + Jm — а — sin a - cos a = 0 uit de inleiding van dit hoofdstuk. Begin 
met het interval [0, 3]. Welke oplossingen zie je? Welke voldoet? Zoom in en probeer 
de oplossing wat nauwkeuriger te bepalen. Welke nauwkeurigheid acht je, gelet op de 
aard van het ‘praktische’ probleem (geit, lengte touw), aanvaardbaar? 
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In het volgende zul je oog krijgen voor soorten vergelijkingen met slechts 
Het aantal SBU's één onbekende. Er zijn er die zo door ons kunnen worden opgelost. Van an- 
bedraagtongeveer8. ^ dere kan niet zomaar de oplossing exact worden bepaald; noodgedwongen 
gebruikt men dan benaderingsmethoden. 
Na bestudering van deze leereenheid zul je in staat zijn ook zogeheten niet- 
algebraïsche vergelijkingen met één onbekende numeriek op te lossen. Van 
de drie in dit boek te bespreken methoden beginnen we met de halverings- 
methode. Maar vooraf bespreken we de begrippen lineaire en niet-lineaire 
vergelijking, algebraïsche bewerking en algebraïsche en niet-algebraïsche 
vergelijking, omdat deze begrippen in de literatuur over theorie en de toe- 
passingen daarvan centraal staan. 


Praktijksituatie 

Uit de theorie van Rijen en Reeksen, leereenheid 1.2, weet je dat een begin- 
kapitaal K, dat gedurende t jaar uitstaat tegen een samengestelde rente van 
p% aan het eind van die periode een eindbedrag oplevert van K = Ко (1 + 0) 
hierin is r— p/100 gesteld. Dit eindbedrag K wordt ook wel eindwaarde 
genoemd. Grafisch wordt dit weergeven zoals in figuur 3.2. In zo’n grafische 
weergave, ook wel kasstroomschema (Engels: cash flow diagram) genoemd, stelt 
elke pijl een kasstroom (Engels: cash flow) voor die in de kas vloeit (een pijl 
naar boven), of uit de kas vloeit (een pijl naar beneden). Door over een zekere 
periode de uitgaven van de ontvangsten af te trekken wordt de netto kasstroom 
bepaald. 

In de praktijk van het beleggen wordt een investeringsproject vaak gekenmerkt 
door een uitgaande (4 ) cash flow aan het begin van het project en ingaande 
( T) cash flows gedurende de rest van het project. Om de verschillende cash flows 
gedurende het project zinvol met elkaar te kunnen vergelijken, worden de be- 
dragen herleid tot bedragen op het begintijdstip van het project. Dit herlei- 
den tot een bedrag op het begintijdstip heet contant maken. Het zo verkre- 
gen bedrag heet de contante waarde. 

Veronderstel dat je na t jaar een eindbedrag K ontvangt en de rente gedurende 
die t jaar bedroeg p%, dan zou dat bedrag aan het begin van die periode van 


tjaar Ky — JU waard geweest zijn, er geldt immers: К = Ky - (1 + r)*. 
+r 


Na deze inleiding geven we een concreet voorbeeld. 


lemand heeft op 1 januari 2005 geld belegd via de aankoop van een huis ter 
waarde van € 200.000. Hij gaat het huis verhuren aan een aantal studenten. 
Hij verwacht gedurende vijf jaren aan huur een jaarlijkse ingaande kasstroom 
van € 21.600. Aan het einde van de periode van vijf jaar wil hij het huis gaan 
verkopen. Hij verwacht daarbij te ontvangen € 240.000. Gevraagd wordt het 
rentepercentage te berekenen waarbij de som van de contante waarden van 
de ingaande kasstromen precies gelijk is aan het investeringsbedrag van 
€ 200.000, de enige uitgaande kasstroom. 

Het bijbehorende kasstroomschema is afgebeeld in figuur 3.3 met de bedra- 
gen in k€. 

Stel het rentepercentage gelijk aan p%. Voor elke positieve kasstroom, te we- 
ten vijf keer een bedrag van € 21.600 en één keer een bedrag van € 240.000, 


geldt dat de contante waarde Kọ gelijk is aan Kọ = ( met f respectieve- 


1+0: 
lijk gelijk aan 1, 2, 3, 4, Sen 5. 
Voor r = p/100 geldt dan: 
21.600 21.600 21.600 21.600 21.600 240.000 
200.000 Eege [1] 
(ltr) er? (lar)? (1+0)* (ler)? (1+0) 
Dit is een algebraïsche (niet-lineaire) vergelijking met slechts één onbekende, 
namelijk r. 
Na invoering van q = 1 +r = 1 + p/100 kunnen we [1] herschrijven als een ver- 
gelijking van de vijfde graad in q: 
2.00045 — 216(q* + q? +42 + q + 1) - 2.400 = 0 [2] 


Zoals we in dit hoofdstuk zullen zien, is van deze vergelijking de oplossing niet 
exactte bepalen. Een reden om numerieke oplossingsmethoden te bestuderen. 
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Figuur3.2 Kasstroomschema: K vloeit uit de kas. Na t jaar vloeit het bedrag 
mét rente terug in de kas 


Ко: (1 4 r)t 


tjaar 


Figuur 3.3 Kasstroomschema van een investeringsproject met bedragen in КЄ 


240 


3.2.1 Algebraische vergelijkingen 


Een veel voorkomend probleem is het oplossen van vergelijkingen van de 
vorm f(x) = 0. 

Oplossingen van een vergelijking f(x) = 0 worden ook wel nulpunten van de 
functie f genoemd. Enkele voorbeelden zijn: 


f(x)=ax+b=0 (lineaire vergelijking, de grafiek van f is een 
rechte lijn.) 
x?42x?.-10x 20 —0 (vergelijking van de derde graad in x) 


E = A =0 (equivalent met een eerste of tweedegraads 

ух vergelijking in x; afhankelijk уап de manier уап 
herleiden, zie voorbeeld 3.1 hierna.) 

sinx—0,1x-0 (niet-algebraische vergelijking) 
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Definitie 


Opdracht 


Opdracht 


De eerste drie vergelijkingen zijn zogenoemde algebraïsche vergelijkingen. 
De vierde is door de aanwezigheid van de sinusfunctie, die gedefinieerd is 
door een oneindig voortlopende machtreeks, niet-algebraïsch. Zij is daardoor 
ook niet exact oplosbaar. 

Vergelijkingen zoals de voorgaande kunnen optreden naar aanleiding van 
vrij eenvoudige vragen. Voorbeelden zijn: hoe diep zinkt een houten bol of 
houten cilinder in het water? Hoe verdeelt zich een aantal ladingen op een 
geleider? Een oplossing vinden is niet altijd even gemakkelijk. Exacte oplos- 
singen kunnen zelfs vaak niet gevonden worden. 

We definiëren nu eerst het begrip algebraïsche vergelijking. 


De vergelijking fix) = 0 heet een algebraïsche vergelijking van de n-de graad in x 
als f(x) een eindig polynoom (veelterm) in de onbekende x is: 
f(x) = ag + aux + a5x? +... + a, x^ + a,x" (a, FO п = 0) 


We beperken ons tot algebraische vergelijkingen met reéle coéfficiénten 
dorien de 

Een vergelijking van de vorm f(x) = 0 waarvan het linkerlid geen polynoom 
is, maar wel hiertoe herleid kan worden, heet ook een algebraïsche vergelij- 
king. Alle vergelijkingen met een eindig aantal algebraïsche bewerkingen 
kunnen herleid worden tot een algebraïsche vergelijking. Onder algebraïsche 
bewerkingen verstaan we: 

optellen 

aftrekken 

vermenigvuldigen 

delen 


л Ф шом н 


P 
verheffen tot een rationale macht (dat wil zeggen a? = Ya? (pin Z en 
qin N^) 


In het voorgaande gaven we twee praktijkvoorbeelden. In de inleiding van 
dit hoofdstuk 3: hoe lang moet het touw zijn voor de geit op het cirkel- 
vormige veldje? De niet-algebraïsche vergelijking die daarvoor moet worden 
opgelost is: 


1 
Za COS? ak тле ECO 


Welke termen in deze vergelijking veroorzaken het niet-algebraïsche karakter? 


In de praktijksituatie van deze leereenheid 3.2: bij welk rentepercentage p is 
de som van de contante waarden van de ingaande kasstromen precies gelijk 
aan het investeringsbedrag? De algebraïsche vergelijking die daarvoor moet 
worden opgelost, luidt: 


200045 — 216(q* + q? + q? + q + 1) - 2400 - 0 met q= 1 + p/100 


Herschrijf zelf vergelijking [1] uit de praktijksituatie naar voorgaande vergelijking en 
geef de formule waarmee als de oplossing voor q gevonden is het rentepercentage p 
kan worden berekend. 
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D 
i 
, 
! 


Opdracht 


Vraagstukken 


3.13 


Voorbeeld 3.1 i 
Los de volgende vergelijking op: JE — Ух SH 
х 


а Beideleden vermenigvuldigen met Jx geeft: 1-х=0 
Dit is een algebraïsche vergelijking van de eerste graad met oplossing 
x = 1. Deze waarde is ook de oplossing van de oorspronkelijke vergelijking! 
b Beide leden kwadrateren en vervolgens vermenigvuldigen met x geeft een 
vergelijking van de tweede graad met oplossing х = 1: 
I| — 252 seo 0) 1 
c Weschrijven de oorspronkelijke vergelijking als —= = КА еп we kwadrate- 
ren vervolgens. Je 


Ga na dat in het geval c de waarden x = 1 en x = —1 als ‘oplossing’ te voorschijn 
komen. 


Merk op dat bij de methode in c de waarde x = -1 geen oplossing is van de 
oorspronkelijke vergelijking. Bij de laatste herleiding is dus een valse oplos- 
sing ingevoerd. Hierop moeten we bij het herleiden altijd bedacht zijn. 

In dit geval moeten we ons vanaf het begin al realiseren dat x » 0 moet zijn. 


Slechts voor een klein gedeelte van de algebraische vergelijkingen met één 
onbekende is het mogelijk een exacte oplossing te vinden. Zo bestaan er for- 
mules om de oplossingen te vinden van lineaire vergelijkingen, kwadratische 
vergelijkingen (de bekende abc-formule), vergelijkingen van de derde graad 
(een weinig gebruikte en ingewikkelde formule afgeleid door Cardano 
(1501-1576)) en voor vergelijkingen van de vierde graad (de formule van 
Ferrari, een leerling van Cardano). Voor algebraische vergelijkingen van een 
hogere graad dan vier bestaan dergelijke algemene formules met een eindig 
aantal bewerkingen niet. Dit is pas in 1831 bewezen door de toen twintig- 
jarige Évariste Galois (1811-1832). Vóór die tijd wist men meer dan twee- 
honderd jaar lang niet hoe het nu precies zat en ontwikkelde men allerlei 
numerieke benaderingsmethoden voor het oplossen van hogeregraads 
vergelijkingen. 


In deze en de volgende leereenheden van dit hoofdstuk geven we drie 
methoden voor het benaderen van nulpunten van functies, namelijk: 
1 halveringsmethode 

2 methode van Newton-Raphson 

3 methode van successieve substitutie. 


Deze drie numerieke benaderingsmethoden geven de mogelijkheid om op 
een zeer eenvoudige manier de oplossingen van niet-lineaire vergelijkingen 
met één onbekende met een willekeurig gewenste nauwkeurigheid te benade- 
ren (te schatten). Daarbij kunnen we de uiteindelijk bereikte onnauwkeurig- 
heid zo klein kiezen als de computer toestaat. Hoe klein de gewenste on- 
nauwkeurigheid ook genomen wordt, de snelheid van de methoden is 
opmerkelijk (in het bijzonder die van de methode van Newton-Raphson, 
zoals we nog zullen zien). 


Herleid elke volgende vergelijking tot een algebraïsche vergelijking en noem de graad 
ervan. Los de nieuwe vergelijking op en verifieer of de oplossingen voldoen aan de 
oorspronkelijke vergelijking. 
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Le, М 


3.14 


3.15 


a ——————m— = Бы 
RU ОУ € 14= Jx- 4 Vx 24 


x—-1 4x-3 7 ERE. 
X-1 5x410 10 d VAT LEIEN 


Toon aan dat de volgende goniometrische vergelijking herleid kan worden tot een al- 
gebraische vergelijking voor de variabele y = cos 0: 


3cos0-- 4sin0— 5 = 0 


Gegeven de niet-algebraïsche vergelijking sin x = В - x met В ееп reëel getal. Onder- 
zoek voor welke waarden van f deze vergelijking meer dan één oplossing heeft. Begin 
in ieder geval met de grafieken van sin x en B - xvoor enkele waarden van f te tekenen. 


3.2.2 De halveringsmethode voor f(x) = 0 


We beschouwen het geval dat de continue functie f in de eindpunten van 
het interval [a, b] functiewaarden bezit met tegengesteld teken en wel zo dat 
f(a) « Оеп f(b) > 0. 

Een continue functie is een functie waarvan de grafiek getekend kan worden 
zonder de pen van het papier te lichten. In ons geval is de pen bij х = a onder 
de X-as en bij х = b boven de X-as. Bij het tekenen van de grafiek zullen we 
ten minste één keer de X-as snijden. 

We beschouwen het geval dat in het interval [a, b] slechts één nulpunt is. 
Om het nulpunt te vinden, berekenen we de functiewaarden in het midden 


3 a+b 
m van het interval: us 


Er zijn nu drie mogelijkheden (zie figuur 3.4): 

1 f(m)=0, dan is m het nulpunt 

2 f(m) > 0, dan is er een nulpunt tussen a en m 
3 f(m) < O, dan is er een nulpunt tussen 7 en b. 


Is het nulpunt nog niet gevonden, dan herhalen we het proces voor het in- 
terval waar het nulpunt in moet liggen door dat interval op eenzelfde wijze 
te halveren. 


ce a 
= 5 (ab 


We zetten het proces voort tot we een voldoende klein interval gevonden 
hebben. We nemen dan voor de benadering van het nulpunt het midden 
van het laatste interval. Als absolute fout nemen we de helft van de lengte 
van het laatste interval. 


3.2 Het numeriek oplossen van niet-lineaire vergelijkingen met één onbekende 297 


| 
| 


Voorbeeld 3.2 

Gegeven is de functie f(x) — x? — 2. Om de benadering van het positieve nul- 
punt te berekenen, moeten we waarden a en P kiezen, zodanig dat het nul- 
punt in het interval [a, b] ligt en de functiewaarden een tegengesteld teken 
hebben. Als we de grafiek van f(x) tekenen, dan zien we dat het positieve 
nulpunt bij ongeveer 1,4 ligt. We kiezen a = 1,3 en b = 1,6 (zie figuur 3.5). 
De functiewaarden zijn: 


f(1,3) = (1,3)? - 2 = -0,31 
f(1,6) = (1,6)? 27 0,56 
De functiewaarde in het midden f(1,45) = (1,45)? — 2 — 0,1025 is positief. 


Hieruit concluderen we dat het nulpunt in het interval [1,3; 1,45] ligt (zie 
figuur 3.6). 


Figuur3.5 Grafiek van Figuur 3.6 Grafiek van 
f(x) 2 x? - 2 op [1,3 ; 1,6] f(x) = x* - 2 op [1,3; 1,45] 
f f 
13 30375 | 
13 | E-T E NX 


m=1,45 16 X 


Opnieuw bepalen we de functiewaarde in het midden van het interval, we 
vinden: f(1,375) = (1,375)? — 2 = -0,109375. Omdat de functiewaarde nu 
negatief is, kunnen we concluderen dat het nulpunt ligt in het interval 
[1,375; 1,45]. Dit proces kunnen we voortzetten tot het interval klein genoeg 
is. Zie tabel 3.5. 


Tabel 3.5 
n a m b f(a) f(m) f(b) 
13 145 EN 1,6 -0,31 0,1025 0,56 
13 1,45 
E 13 1,375 1,45 -0,31 -0,109375 0,1025 
е 1,375 1,45 E 
zc 1375 1,4125 1,45 —0,109375 ^ —0,0048438 0,1025 
i & 14125 145 
i i on 


Na drie halveringen blijkt het nulpunt in het interval [1,4125; 1,45] te liggen. 
Het midden m = (1,4125 + 1,45)/2 = 1,43125 is een benadering van het snij- 
punt met een maximale absolute fout (1,45 — 1,4125)/2 — 0,01875. 
Conclusie: Het nulpunt van de vergelijking f(x) = x? — 2 wordt benaderd 
door: а = 1,43125 + 0,01875 
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! Opdrachten 


Opdracht 


3.18 


Ga na dat het exacte nulpunt van f(x) = x? — 2 in het berekende interval 
[1,4125; 1,45] ligt. Hoeveel cijfers van Bei Stemmen overeen met het benaderde nul- 
punt? 


Hoe kun je op een vergelijkbare wijze x? — 2 — 0, of x? — 1000 = O oplossen? 
Ное х? — дӯ = 0? 


Kies twee startwaarden a en b (met 0 < b — a < 3) voor de volgende vergelijkingen als 
je die met de halveringsmethode wilt oplossen: 
x*—520 с tanx= x(x # 0) 


sin x = 0,6 


3.2.3 De nauwkeurigheid van de halveringsmethode 


Gaan we uit van een interval met lengte 1, dan ligt het nulpunt na één hal- 
vering in een interval met lengte }, na twee halveringen in een interval met 
lengte (3)? en na n halveringen in een interval met lengte (2)". 

Als benadering van het nulpunt nemen we het midden van het laatste inter- 
val met als fout de halve lengte van dit interval, dus } - (2)" = (J)"*!. Willen 
we het nulpunt bepalen met een nauwkeurigheid of absolute fout kleiner 
dan e dan moet gelden: 


1 nl 
— «E 
(s) 
Als е = 0,0001, hoe groot moet n dan minimaal zijn? 


Bepaal uit voorgaande ongelijkheid een ondergrens voor n als functie van €. 
Voorbeeld 3.3 


We willen J2 bepalen met een nauwkeurigheid van г = 107* en gaan daarbij 
uit van het interval [1,3; 1,6] met een breedte van 0,3. 


nel 
In dit geval moet dus gelden: G) -0,3 < 10-74 


Gaan we uit van een begininterval met lengte b — a dan moet gelden: 


1 n+l 
(2) (b—a)<e 


Ga na dat aan deze eis is voldaan als het aantal halveringen in voorbeeld 3.3 gelijk 
geworden is aan n — 11. 
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Vraagstukken 3.19 


3.20 


3.21 


Ga in gedachten uit van een interval met breedte 0,5, bijvoorbeeld [5,9; 6,4]. Alle 
waarden hierin afgerond op één cijfer geven 6. Hoeveel stappen in het halverings- 
proces zijn minimaal nodig om een interval te krijgen (met daarin de oplossing) met de 
eigenschap dat alle waarden in dat interval één cijfer meer gemeenschappelijk hebben? 
Is dit aantal stappen hetzelfde als we nog één cijfer meer verlangen? 


Ga alle mogelijkheden na die zich kunnen voordoen met de tekens der functiewaarden 
in de grenzen van de intervallen die ontstaan bij het proces van herhaald halveren. 
Bedenk nu een criterium (= maatstaf, toetssteen) waarmee je kunt vaststellen of het 
gezochte nulpunt wel of niet in zo’n interval ligt. 


Gegeven een functie f met een nulpunt in x = « waarvoor geen interval [a, b] is te vin- 
den met de drie eigenschappen: a ligt er in, f is continu op [a, b] en f(a) en f(b) heb- 

ben verschillend teken. Zo'n functie heeft iets bijzonders. Wat is er zo speciaal aan zo'n 
functie? 


3.2.4 Implementatie van de halveringsmethode 


De halveringsmethode is eenvoudig uit te voeren in een cumputeralgebra- 
pakket. We moeten ons echter realiseren dat het een numerieke methode is 
en dat het dus helemaal niet noodzakelijk is een computeralgebrapakket te 
gebruiken, dat met name bedoeld is voor symbolisch (= exact) ‘rekenen’. 


Spreadsheet 

We laten eerst zien hoe de methode te realiseren is in een spreadsheet- 
programma. We maken daarbij gebruik van de ALS-functie die de volgende 
syntax heeft: 


ALS (Voorwaarde; WaardeAlsVoorwaardeWaar; WaardeAlsVoorwaarde Onwaar) 


Het eerste argument zal meestal een ongelijkheid zijn die wordt getest op het 
waar of onwaar zijn. Het tweede en derde argument mogen ook formules of 
een nieuwe ALS-functie zijn! 


We implementeren als volgt voorbeeld 3.2. 

In de eerste regel van het werkblad plaatsen we in de eerste acht cellen A1 tot 
en met H1 de verklarende tekst zoals weergegeven in tabel 3.6. 

Het feitelijke rekenen begint in regel twee. Uitgangspunt zijn de getallen 
a= 1,3 en b= 1,6 in de cellen B2 en D2. 

Kolom A vullen we met de waarden van n, te beginnen met nul in cel A2: er 
is immers in deze rij nog geen halvering uitgevoerd. 

In cel C2 staat de formule voor m, namelijk = (B2+D2) /2. 

In cel E2 berekenen we de helft van het interval [a, b] uit rij twee. 

In cel F2 staat de formule voor f(a) ofwel =B2°2-2. Deze kopiëren we naar 
G2 en H2, zodat daar de waarden van f(m) respectievelijk f(b) terecht- 
komen. De tweede regel van het rekenblad is nu klaar. 

In cel B3 respectievelijk D3 plaatsen we de volgende formules: 

=ALS (F2*H2>0; B2; ALS (F2*G2«-0; B2; C2)) respectievelijk 

=ALS (F2*H2>0; D2; ALS (F2*G2«0; C2; D2)) 

Met het product F2*H2 wordt de controle uitgevoerd over het gelijk of ver- 
schillend zijn van de tekens van F2 en H2. 

Met kolom E houden we de nauwkeurigheid bij. 
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COpdracht 


1,300000 1,450000 1,600000 


Ga na dat: 
als op het begininterval geen tekenwisseling plaatsvindt, ditzelfde interval in de 
volgende rij (drie) wordt teruggegeven; 
als wel tekenwisseling plaatsvindt, dát halve interval wordt teruggegeven 
waarop ook tekenwisseling plaatsvindt. 


In cel C3 berekenen we het midden m (kopieer de formule in C2). 

De cel E3 en de drie cellen rechts daarvan vullen we door de celinhoud van 
de cellen daarboven te kopiéren. De complete rij drie kopiéren we ten slotte 
naar de rijen daaronder en ons werkblad is klaar. (Zie tabel 3.6.) 


c D j — ^E. NEG H 


m b b: \ый fm f(b) 
———— —— EE = ——— 


i Agen 
1,300000 1,375000 14500 750Е02 — E ЗЇ 
1,375000 1,412500 1450000 3,75Е-02 —1,09E-01 
1412500 1,421875 1450000 188Е02 AME E-03 
1412500 1,421875 1,431250 938Е-03 — 

1,412500 141718 1,421875 — 4,69E-03 


1,412500 1,414844 1,417188 
1,412500 1,413672 1,414844 


3. Ж "s -03 
1,413672 1,414258 1,414844 SEO О -153E-03 


1413672 1,413965 1,414258 M -1,53Е.03 
1413965 1414111 1,414258 6Е-04 -703E-04 
1414111 — 1,414185 — 1,414258 5 04 


1,414185 1,414221 1,414258 


Duidelijk is te zien dat na elf halveringen de fout (de lengte van het halve 
interval in cel E13) kleiner is dan 107*. Na elf halveringen vinden we dus 
« — 1,414 185 x 0,000 073). 


Haal uit tabel 3.6 ook het resultaat a = 1,43125 + 0,01875 dat we eerder vonden in 
voorbeeld 3.2. 


In het resterende gedeelte van deze paragraaf worden de implementaties be- 
sproken van de halveringsmethode in de drie bekende computeralgebrapak- 
ketten Mathematica, Derive en Maple. Je hoeft natuurlijk slechts die opdrach- 
ten uit te voeren die het programma vereisen waarover jij beschikken kan. Het 
kan geen kwaad ook het nu volgende Matliematica-gedeelte te bestuderen. 


Mathematica 


De formules in de cellen B3 en D3 en die daaronder (het feitelijke algoritme) 
munten niet uit door leesbaarheid, vanwege de vele referenties naar andere 
celinhouden. Eén en ander wordt meer leesbaar (meer direct herkenbaar) als 
we een realisatie in Mathematica bekijken. We maken hierin gebruik van de- 
zelfde ALS-functie, maar nu met de Engelse benaming If: 


If [Condition, ValuelfTrue, ValuelfFalse] 
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Opdracht 


De volgende functie heeft als argumenten het linkerlid van de vergelijking 
f(x) = 0, en de beide intervalgrenzen a en b: 


halveer [f ] [(a , b }]:= 
If[f[a]*f[b]»0, 
(a, b), 
If[ f[a]*f£[(a*b)/2] <= 0, N[(a, (a*b)/2)], 
N[((a*b)/2, b)] 1 


Opmerking: 
De functie N[...] heeft als effect dat de uitkomsten in decimale vorm wor- 
den geforceerd in plaats van in de vorm van exacte breuken. 


Ga na dat hier hetzelfde algoritme gerealiseerd is als in de spreadsheetuitvoering. 


Het is in Mathematica eenvoudig mogelijk een hele rij van opeenvolgende 
resultaten te verkrijgen door middel van het NestList [ ]-commando. 

De commando's: 

f[x ]:2 x°2—2 

NestList [halveer [f], (1.3, 1.6), 11] 


geven het resultaat: 

((1.3, 1.6), (1.3, 1.45), (1.375, 1.45), (1.4125, 1.45), 
(1.4125, 1.43125), (1.4125, 1.42188), (1.4125, 1.41719), 
(1.4125, 1.41484), (1.41367, 1.41484), (1.41367, 1.41426), 
(1.41396, 1.41426), (1.41411, 1.41426)) 


Dit zijn het begininterval gevolgd door elf uitkomsten van het iteratieproces. 


Derive 

In Derive kunnen we één en ander extra overzichtelijk houden door het in- 
voeren van een functie HULP (x, y) die het product van de twee functie- 
waarden f(x) en f(y) berekent. 

Uiteraard maken we ook gebruik van het 1F-commando dat hier de volgende 
syntax heeft: 


IF (conditie, expressie als waar, expressie als niet waar) 


De beide expressies mogen getallen of functies zijn. 
Een voorbeeld van een implementatie van de halveringsmethode die één 
iteratiestap uitvoert is: 


Е (x) :2 х^2- 2 

HULP (x, y) zs Е (x) * Е (y) 

HALF (a, b) := IF (HULP (a, b)»0, 
[a, bl, 
IF ( HULP (a, (a+b)/2) <= 0, [a, (а+Ь) /2], 
[(a*b)/2, bl) 


Het commando HALF (1.3, 1.45) geeft als resultaat het interval (als 
vector): [1.375, 1.45]. 


Met behulp van het commando ITERATES kunnen we het algoritme her- 
haald toepassen. Om te laten zien hoe dit commando werkt, geven we eerst 
twee eenvoudige voorbeelden. 
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ITERATES (x^2, x, 2, 3) 

levert de rij uitkomsten: 2, 4, 16, 256 

ITERATES (2*x, x, 1, 5) 

levert de rij uitkomsten: 1, 2, 4, 8, 16, 32 

Kennelijk geldt: het commando ITERATES (f(x), x, х0, n) levert, mits 
van tevoren (of tegelijkertijd) de functie f(x) gedefinieerd is, de rij met n + 1 
uitkomsten: 


Xo, FA), CFA), fCfCF(xo))), ..., tot en met de functie f п keer toegepast. 


We moeten ons hierbij voorstellen dat het tweede argument van het com- 


mando (de variabele x) achtereenvolgens de waarden van deze rij aanneemt. 


H Stephen Wolfram (1959) 


Hetis niet zo dat het bedrijven van algebra via 
de computer nieuw is. Integendeel, de eerste 
software om het manipuleren van en met formu- 
les en symbolen te automatiseren ontstond al in 
de jaren vijftig. Het betrof de techniek van het 
differentiëren, een onderdeel van de wiskunde 
datin hoofdstuk 2 wordt behandeld. 

Vanaf het begin van het elektronisch rekenen 
ging het om numerieke bewerkingen, dit wil 
zeggen uitsluitend met getallen; dit dus in te- 
genstelling tot het algebraïsch manipuleren. Als 
we naar het gebruik van de eerste (omvangrijke 
en dure) computers kijken, dan overheerst het 
tellen en boekhouden; en feitelijk is dat nog zo. 
Later waren de eerste echte computeralgebra- 
programma’s alleen te gebruiken op de grote 
computers van enkele researchinstituten. 
Tegenwoordig kan iedere bezitter van een per- 
sonal computer (PC) beschikken over computer- 
algebraprogramma's die meer wiskundekennis 
in zich bergen dan hij zelf ooit nodig zal hebben. 
in dit boek komen de computeralgebra- 
programma’s Derive, Maple en Mathematica ter 
sprake. Met het laatste programma is de vol- 
gende successtory verbonden. 

Stephen Wolfram publiceerde op veertienjarige 
leeftijd zijn eerste wetenschappelijke artikel over 
een theoretisch natuurkundig probleem. Op 
twintigjarige leeftijd werd hij hoogleraar theore- 
tische fysica aan het California Institute of Tech- 
nology. Hij ontwikkelde een Symbolic Manipula- 
tion Program (SMP) waarmee men niet alleen 
numeriek wiskunde kon bedrijven, maar ook 
echte algebra, dit wil zeggen het kon werken 
met symbolen. ‘Het grote voordeel van SMP was 
en is’, aldus Wolfram, ‘dat je er wiskundige pro- 
blemen ook wiskundig mee oplost. Daarin ver- 
schilt het van de bestaande talen. 


Die kunnen ook wel wiskundige problemen aan, 
maar die doen dat via de numerieke omweg. Het 
gevolg is dat je, voor bijvoorbeeld het berekenen 
van een reeks integralen, in SMP veel minder 
programmaregels nodig hebt dan in Fortran." 
Het programma was gereed in 1981. Na een 
intermezzo van enige jaren begon hij in 1986 
zijn eigen onderneming, Wolfram Inc. Hij stelde 
zich ten doel, mede op basis van het eerdere 
SMP, een systeem te ontwikkelen dat niet alleen 
symbolische en numerieke bewerkingen aan zou 
kunnen, maar waarmee daarnaast ook grafisch 
gewerkt zou kunnen worden. De eerste versie 
van Mathematica verscheen in 1988 voor de 
Macintosh. Kort daarna verschenen versies voor 
MS-DOS-, Unix-, Sun- en NeXT-computers. 
Mathematica telt inmiddels meer dan 100.000 
gebruikers onder ingenieurs en wetenschappers. 
Het verwierf vele prijzen, waaronder een plaats 
onder de tien beste producten van 1990 van het 
Amerikaanse zakenblad Fortune. 
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Opdracht 


10 


De eerste keer is dat de beginwaarde х, daarna telkens het resultaat na toe- 
passen van f op de voorgaande waarde in de rij. 


Het zal nu duidelijk zijn dat het volgende commando (voorafgegaan door de 
definities van f, HULP (x, y) en HALF (x, y)) het gewenste resultaat geeft: 


ITERATES (HALF (x, y), [х, yl, [a, b], n) 


Beredeneer wat er zal gebeuren als we definiéren: 


F(x) := x^2—2 

HULP (x, y) := F(x) * F(y) 

HALF (a, b, n) := 

ITERATES (IF (HULP (x, у)>0, 

[x, у], 
IF ( HULP (x, (x+y)/2) <= 0, 
[x, (x*v)/21, [(х+у) /2, yl) ), 
Іх, у], [a, b], n) 


Opmerking: 

In Derive wordt in de mode Approximate (bij: Options, Precision) de 
halveringsmethode gebruikt bij het soLve-commando. Dit blijkt bijvoor- 
beeld uit het feit dat een begininterval wordt gevraagd. 


Maple 

Willen we in Maple de halveringsmethode toepassen, dan moeten we zelf 
een kleine procedure schrijven. Vooraf definiéren we de iteratiefunctie f en 
een hulpfunctie. We nemen weer de iteratiefunctie uit voorbeeld 3.2. 


> iter fie:- x > x^2-2; 

> hulp:- (x, y) > iter fie (x)*iter fie (y); 

> my halveer:- proc (x0, y0, n) local Т, t, i; 
> Т[0]:= x0, y0; 


> t := T[0]; 

> m :- 1/2*6[1]+1/2*6 [2]; 

> for i to n do 

> if 0 < evalf (hulp (t[1], t[2])) then T[i] zs t 

> else if evalf (hulp (t[1], m)) <= 0 then T[i] 
ze t[1], m 

» else T[i] :- m, t[2] fi 

> fi; 

> t := T[i]; m := 1/2*t[1]+1/2*t[2] 

> od; 

> [seq (IT[i]], і = O .. n)] 

> end; 


De eerste twaalf iteraties worden als volgt verkregen: 
> my halveer (1.3, 1.6, 12); 


[ [1.3, 1.6,], [1.3, 1.450000000], [1.375000000, 
1.450000000], [1.412500000, 1.450000000], 
[1.412500000, 1.431250000], [1.412500000, 
1.421875000], [1.412500000, 1.417187500], 
[1.412500000, 1.414843750], [1.413671875, 
1.414843750], [1.413671875, 1.414257813]. 
[1.413964844, 1.414257813], [1.414111329, 
1.414257813], [1.414184571, 1.414257813]] 
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Opdrachten 


Opdracht 


Vraagstukken 


11 


12 


G3 13 


3.22 


3.23 


3.24 


De lengte van de helft van de gevonden intervallen na n 7 0, 1, 2, ..., 12 ite- 

raties (de maximale fouten in de gevonden benaderingen als de middens der 
intervallen) genereren we als het volgende rijtje (= sequence) van tweetallen 

[n;.0:3* (2) 1]: 


> seq( [n, 0.3*(1/2)^(n*t1)],nz0.. 12); 


[0, .1500000000], [1, .07500000000], 

[2, .03750000000], [3, .01875000000], 

[4, .009375000000], [5, .004687500000], 
[6, .002343750000], [7, .001171875000], 
[8, .0005859375000], [9, .000292687500], 
[10, .0001464843750], [11 .00007324218750], 
[12, .00003662109375] 


Welke waarde wordt hier voor de oplossing gevonden na 11 iteraties? Is dit in overeen- 
stemming met wat we stelden in voorbeeld 3.32 


Realiseer een Maple-procedure halveer (f, x0, y0, n) met de vier argumenten: 
de iteratiefunctienaam, de grenzen van het begininterval (хо, уо] en het aantal uit te 
voeren iteraties. Als uitvoer wensen we de opeenvolgende benaderingen a = ... t... . 


Voorbeeld 3.4 
Bij de wiskundige beschrijving van de titratie van natriumdiwaterstoffosfaat 
(NaH ‚PO ,) blijkt voor de bepaling van het zogeheten omslagpunt (bij neu- 
traliteit, dat wil zeggen bij pH = 7) het nulpunt bepaald te moeten worden 
van de volgende vergelijking: 
f ze AO kı kz Кз 

+= = + + + 

C x.C ki tx К+х kata 


Hierin is: Кү = 1072,12, К, = 1077.21, К, = 1071257, C = 10 en f 1. Het gelijk- 
tijdig plotten van de grafieken van linker- en rechterlid toont dat het snij- 
punt ligt bij een x-waarde in het interval DOS, 107], en wel bij ongeveer 
2. 1075. Dit betekent dat als we vier juiste cijfers in het nulpunt willen heb- 
ben, we moeten kiezen ғ = 0,5 · 10-5. Het minimaal benodigde aantal itera- 
ties dat dan bij het aangegeven begininterval nodig is (bij toepassing van de 
halveringsmethode) volgt uit: 107* - Om) < 0,5 - 1075. 

Het resultaat blijkt te zijn: x= 2,08465 - 10-5. 


Ga voorgaande beweringen zorgvuldig na, bepaal dan de waarde van n die minimaal 
nodig is en vervolgens x. Gebruik een computeralgebrapakket of spreadsheetpro- 
gramma. 
Gegeven is de functie f(x) = cos x — x. Eris een nulpunt tussen x = 0,7 en x = 0,8. 
Pas de halveringsmethode toe beginnend met het interval [0,7; 0,8] en bepaal het 
nulpunt tot op 0,005 nauwkeurig. 
Gegeven is de functie f(x) = x? — 5x + 3. Eris een nulpunt tussen x = 0,6 en 
х = 0,7. Pas de halveringsmethode toe beginnend met het interval (0,6; 0,7] en geef 
vier halveringen. 
1 
Gegeven de functie f(x) = — — 3, f(—3,0) < 0 en f(0,1) > 0. Pas de halveringsmethode 
D 


toe op het interval [-3,0; 0,1]. Commentaar? 


3.2 Het numeriek oplossen van niet-lineaire vergelijkingen met één onbekende 305 


B 3.25 


3.26 


Gs 


Leonardo van Pisa, beter bekend onder de naam Fibonacci, bestudeerde in 1225 de 
vergelijking f(x) = x? + 2x? + 10x — 20 = 0 en vond de oplossing 

а = 1,368 808 107. Niemand weet hoe hij aan dit resultaat is gekomen. Gebruik voor 
de berekening van de oplossing met bijvoorbeeld een spreadsheetprogramma of zak- 
computer de volgende methode: 

Ga uit van een startwaarde 1,0 en een stapgrootte 0,1 tot het teken van f(x) omslaat. 
Gebruik nu deze x-waarde als nieuwe startwaarde en neem als nieuwe stapgrootte 
-0,01, dat wil zeggen in absolute waarde een factor tien kleiner. Herhaal het proces tot 
een voldoend aantal decimale cijfers berekend zijn. 


Bepaal a uit de vergelijking voor het probleem ‘Eerlijk delen’ (Praktijksituatie hoofd- 
stuk 3) zodat de lengte van het touw aan de geit tot op de centimeter nauwkeurig 
berekend kan worden en als R — 10 meter. 


Samenvatting 


Vergelijkingen met één onbekende (meestal x genoemd) kunnen altijd ge- 
schreven worden in de vorm f(x) = О. Er zijn vergelijkingen die gemakkelijk 
oplosbaar zijn, zelfs met de hand. Er bestaan ook vergelijkingen die functies 
bevatten als sin x, cos x, tan x, е^, enzovoort en niet door substituties zijn om 
te vormen in algebraische vergelijkingen. Weet je nog wat de algebraische 
bewerkingen waren en wanneer een vergelijking (niet-)algebraisch is? 

In het voorafgaande hebben we een eerste methode geleerd om van een 
klasse vergelijkingen oplossingen te vinden. Nodig was dat de functie rond 
de oplossing een interval bezat met de eigenschap van tekenwisseling en 
continuiteit. Is deze eigenschap niet aanwezig, dan moeten we uitkijken naar 
een andere methode. 


Toets 


Bepaal de oplossingen van de volgende vergelijkingen met de halveringsmethode. 


x-1z- Jx d x= tan x (de kleinste positieve 
oplossing) 

х= 1 =пх e х+ 1,5 = ех 

x — 1 = In х5 (2 oplossingen) f 2x2 Sit 


Wat is de aard van elk van de zes vergelijkingen a tot en met f uit vraagstuk 1 (lineair, 
niet-lineair, kwadratisch, algebraïsch, niet-algebraisch, goniometrisch, ...)? Als je een 
exacte oplossingsmethode weet, pas die dan toe en vergelijk je antwoorden met die 
verkregen bij vraagstuk 1. 


Bepaal de positieve wortel van de vergelijking: sin x = }x?, en wel met een absolute 
fout kleiner dan 0,001. 


Beschouw f(x) = 2x? — 3x? — 36x + 81. Bepaal de nulpunten van deze functie op 
een manier naar keuze. Formuleer zo precies mogelijk te ondervinden problemen bij 
het toepassen van de halveringsmethode. 


Gegeven een tweedegraads polynoom f in x. De vergelijking f(x) — O heeft twee ge- 
lijke reële oplossingen x — a. Waarin gaan de gelijke wortels over als we de vergelijking 
wijzigen in f(x) + b = 0 met b > 0? Hoe hangt die wijziging van de waarde van b af? 
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Ш 


B7 


Aanwijzing : 

Maak voor de onderdelen b en c gebruik van een computeralgebraprogramma. 
Gegeven een derdegraads polynoom f in x. De vergelijking f(x) = 0 heeft drie gelijke 
reële oplossingen x = a. Waarin gaan de gelijke wortels over als we de vergelijking wij- 
zigen in f(x) + b = О met b > 0? Hoe hangt die wijziging van de waarde van b af? Pro- 
duceer de baan van de wortels in het XY-vlak als functie van b bij zekere vast gekozen 
waarde van a. 

Idem voor een derdegraads polynoom met drie reële wortels waarvan slechts twee aan 
elkaar gelijk zijn. Produceer weer de baan van de wortels in het XY-vlak. 


Beschouw een ideale, zeer dunne meta- 
len geleider in de vorm van een recht 
lijnstuk met lengte L. Twee identieke 
elektrische puntladingen (Q) zullen, 
wanneer op de geleider geplaatst, 
elkaar onderling afstoten en op de 
uiteinden gaan zitten. Als een derde 
lading — identiek aan de eerste twee — 
wordt bijgeplaatst, waar zal deze zich 
dan op de geleider gaan nestelen? Als 
er vervolgens een vierde lading wordt 
bijgeplaatst, ontstaat een interessant probleem. Om redenen van onderlinge afstoting 
en symmetrie zullen er twee op de uiteinden blijven zitten, de overige twee zullen zich 


plaatsen op een gelijke afstand van één der uiteinden; stel deze afstand x, zie figuur 3.7. 


Met behulp van de wet van Coulomb voor de kracht tussen twee puntladingen krijgen 
we voor het evenwicht van krachten op een lading op afstand x van een uiteinde: 


(0) Q? Q? 


-= +- - 
Amex? 4me-(L—2x)? A4me-(L- x? 


Welke term beschrijft de kracht tussen A en B, welke die tussen B en C, welke die tussen 
Ben D? 

Voorgaande vergelijking is er een met één onbekende x. De grootheid L beschouwen 
we als gegeven. Waarom zijn de grootte van de ladingen Q en de constante e niet van 
belang? 

Werk de voorgaande vergelijking om tot de vorm f(x) = 0 met f een polynoom van 
de vierde graad voor de nieuwe variabele zonder dimensie z = x/ L. Los de vergelijking 
dan op via de halveringsmethode. 

Probeer voorgaande vergelijking (na links en rechts vermenigvuldigen met de factor 

4 &/Q? en het stellen van L = 1) exact op te lossen met een computeralgebrapakket. 
Vergelijk de oplossing met jouw antwoord gevonden bij c. 


Beschouw het investeringsproject uit de praktijksituatie van deze leereenheid. Veron- 
derstel een kortere looptijd namelijk respectievelijk vier, drie, twee, en één jaar. 

Geef voor elk van deze looptijden de vergelijking die uitdrukt dat het investerings- 
bedrag van € 200.000 gelijk is aan de som van de contante waarden van de ingaande 
kasstromen (opbrengst(en) van verhuur en verkoop huis). Geef de vergelijkingen in 
een vorm als die van vergelijking [2] uit de praktijksituatie, dat wil zeggen als een poly- 
noom in д = 1 + p/100. 


b Welke van deze vergelijkingen zijn exact oplosbaar? 


Bepaal met behulp уап een computeralgebraprogramma voor elk van de vergelijkin- 
gen het rentepercentage p. Gebruik het standaardcommando voor het (exact) oplos- 
sen van een vergelijking. 

Bepaal ook het rentepercentage voor het oorspronkelijke probleem met een looptijd 

van vijf jaar tot op een tiende procent nauwkeurig. 
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Leereenheid 3.3 


De methode van Newton-Raphson 


In deze leereenheid leer je een methode voor het bepalen van oplossingen 

Het aantal SBU's van een willekeurige vergelijking met één onbekende. Als het meezit, zijn 

bedraagt ongeveer 9. veel minder stappen nodig dan bij de halveringsmethode uit de vorige leer- 
eenheid. Zoals altijd in dat soort situaties is er wel een prijs voor de grotere 
snelheid: je moet de functie f uit de vergelijking f(x) =O kunnen differentië- 
ren naar X. Behalve dat moet je ook nog een beginschatting maken, maar dat 
is bij de halveringsmethode niet anders. In de praktijk moet je dan ook een 
grafiek van f schetsen of laten tekenen. 


Praktijksituatie 


men terug tot vermenigvuldigen; zie de voorbeelden 3.5 еп. іета. N 
alle waarschijnlijkheid wordt hiervan in zakcomputeralgoritmes nog s 
gebruikgemaakt. [ 


3.3.1 Beschrijving van de methode van Newton-Raphson 


We beschouwen de vergelijking f(x) = 0 met een differentieerbare functie f 
die een nulpunt heeft in x = o, zie figuur 3.8a. In een punt P met coördinaten 
(Xo, f(x9)) trekken we de raaklijn met richtingscoëfficiënt tan e, zodat: 


tan e= f(X) 1 
In de driehoek (zie figuur 3.80) is: 
tan ф = fa) (2l 
Хо Ху 
Uit [1] en [2] volgt: 
y fo) fo) 
о о. SN 


Uitgaande van het startpunt хо hebben we nu x, gevonden als benadering 
van het nulpunt x = q. 


Dit proces herhalen we door in О (zie fig. 3.8a) de raaklijn te trekken. 
We vinden dan voor x;: 
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| Opdracht 
| 
| 
| 


Opdracht 


Opdracht 


Opdracht 


Wat gebeurt er als (ху) = 0? 


We continueren het proces tot we het nulpunt voldoende dicht genaderd zijn. 
Uitgaande van een startwaarde x, vinden we een rij waarden x, , x», ... , waarbij 
elke waarde wordt berekend met behulp van de voorafgaande waarde. We spre- 
ken van iteratie en de iteratieformule luidt: 


Bij de toepassing van de methode van Newton-Raphson moeten we de afge- 
leide van de functie kennen. Merk op dat we bij elke nieuwe stap de functie- 
waarde en de waarde van de eerste afgeleide moeten berekenen. We nemen 
aan dat f'(x) #0 іп de beschouwde omgeving van het nulpunt. 

Deze methode werd voor het eerst in 1690 gepubliceerd door Joseph 
Raphson en draagt de namen van Newton en Raphson. 


Voorbeeld 3.5 

We willen het positieve nulpunt van de vergelijking f(x) = x? — 2 = 0 bepa- 
len, maar nu met de methode van Newton-Raphson. We kiezen als start- 
waarde x, — 1,6. 

Кх) =х2-2 > f(x) =х2- 2 

f'() =2х = f'(X9) = 2х, 

Dus: 


"EE A 
1 D EE ER E о 


Schrijf de formule uit voor x3, X3 еп Xp,- 
Uitgaande van x, = 1,6 vinden we: 


1,6 = 1,425 
Xy == д I 
NE VU 15 

X2 = 1,414 254 386 (negen cijfers achter de decimale komma) 
x47 1,414 213 563 

x47 1,414 213 562 


Vergelijk dit resultaat met de waarde van /2 van jouw zakrekenmachine. Na hoeveel 
iteraties is dat resultaat al bereikt? 


Voorbeeld 3.6 1 

We passen de methode toe op de functie: f(x) = – — 3. Het te berekenen nul- 
punt is a =}. 

Uitgaande van een waarde x, vinden we x, — Së =) 


Leid zelf ook voorgaande iteratieformule af. 
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Dit is een opmerkelijk resultaat, omdat in deze berekening (van feitelijk het 
getal 1) niet gedeeld wordt, zodat het delen door 3 (en op dezelfde wijze de- 
len door elk getal) uitgevoerd kan worden zonder te delen! Dit werd vroeger 
in rekenmachines toegepast. 


Voorbeeld 3.7 

We beschouwen een eikenhouten bol met een diameter d = 0,1 m en een 
dichtheid Peikennout = 780 kg/m?, die drijft in water. We vragen ons af hoe 
diep de bol in het water steekt. Volgens de wet van Archimedes is het ge- 
wicht van de verplaatste vloeistof gelijk aan het gewicht van de houten bol. 
We noemen de diepgang van de bol h. (De diepgang is de verticale afstand 
tussen het onderste punt van de bol en het wateroppervlak.) De formule 
voor de inhoud van het bolgedeelte onder water (een bolkap) luidt: 

Aach? - (3r — h) met r de straal van de bol, zie tabel 0.5 van paragraaf 0.3.4. 


Opdracht 5 Ga na dat als h = rde uitdrukking voor de inhoud van een bolkap gelijk wordt aan de 
inhoud van een halve bol en bij h = 2raan die van een hele bol. Met andere woorden, 
de formule is altijd geldig, zowel voor 0 < h = rals voor r < h S 2R. 


Volgens de wet van Archimedes geldt nu voor onze bol die gedeeltelijk onder 
water steekt: 


3 ar? X Peikenhout xg = zh? > (Зг= h) X P water Xg 
Opdracht 6 Hoe luidt nu ook al weer de wet van Archimedes? (Vertaal voorgaande formule in 
woorden!) 


Voorgaande vergelijking laat zich uitwerken tot: 
f(h) =h? — 3h?r + 413 . LE 

Pwater 
met: f'(H) =3h?-— 6hr 
In voorbeeld 3.6 en 3.7 hebben we de algemene iteratieformule 
bes Hora faf (Hoia) uitgewerkt tot haar eenvoudigste vorm. Dat is 
natuurlijk niet nodig, we kunnen ook bij elke iteratiestap de uitdrukkingen 
voor f en f' berekenen en de gevonden waarden substitueren in de alge- 
mene formule. 
Uitgaande van een beginschatting ba =r = 0,05 m vinden we: 


h, — 0,068 666 667 
h, — 0,069 674 356 
h, = 0,069 683 488 
h, — 0,069 683 489 
hs = 0,069 683 489 


De oplossing (in meter en tot op de millimeter nauwkeurig) van afgerond 
7 cm diepgang wordt al gevonden na drie iteraties. 
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Vraagstukken 3.27 


3.28 


3.29 


3.30 


3.31 


Opdracht 7 


Hoe luidt de uiteindelijke iteratieformule voor het bepalen van NG via de methode van 
Newton-Raphson? Maak een beginschatting xy en bereken x, x; en хз. Vergelijk je 
antwoorden met de juiste waarde van IS Hoeveel decimalen zijn al correct? 


Hoe luidt de uiteindelijke iteratieformule voor het bepalen van Ja met Q > 0 via de 
methode van Newton-Raphson? 


Hoe luidt de uiteindelijke iteratieformule voor het bepalen van 7 via de methode van 
Newton-Raphson? Maak een beginschatting x, en bereken x, x; en x, . Vergelijk je 
antwoorden met de juiste waarde van 5. Hoeveel decimalen zijn al correct? 


1 
Hoe luidt de uiteindelijke iteratieformule voor het bepalen van P (met P reëel ongelijk 
nul) via de methode van Newton-Raphson? 


fa 


Hoe luidt de uiteindelijke iteratieformule voor het bepalen van 5/ д via de methode van 


Newton-Raphson? Wat zijn de beperkingen voor p en q? 


3.3.2 Het implementeren van de methode van Newton-Raphson 


Wat in paragraaf 3.2.5 gezegd werd over de halveringsmethode geldt net zo 
goed voor de methode van Newton-Raphson. We hebben bij deze numerieke 
methoden in principe geen enkele behoefte aan cumputeralgebra- 
programma’s die in eerste instantie bedoeld zijn om symbolisch (dat wil 
zeggen met algebraïsche symbolen = exact) te werken. Ze kunnen wel handig 
zijn als we er toch over kunnen beschikken, want ze kunnen ook numeriek 
rekenen. Sterker nog: er zijn tal van situaties waarin geen exacte oplossingen 
te vinden zijn en de computeralgebraprogramma's zoeken dan (vaak zonder 
daar melding van te maken) ook hun heil bij de (zeer snelle) methode van 
Newton-Raphson. 


Spreadsheet 
Als we de iteratieformule hebben afgeleid, kunnen we de methode realiseren 
in één kolom: 
de eerste cel, bijvoorbeeld A1, bevat de beginwaarde, 
in cel A2 plaatsen we de iteratieformule met als argument de verwijzing 
А1, 
· de formule in A2 wordt naar beneden toe gekopieerd. 


Realiseer voorbeeld 3.5 en 3.6 met behulp van een spreadsheet. (Voeg voor het over- 
zicht nog een extra kolom toe met het iteratienummer 0, 1, 2, ...) 


Soms hebben we geen behoefte om de iteratieformule af te leiden, omdat dit 
zo'n rekenpartij is (f'(x) is een ‘ingewikkelde’ uitdrukking). 

We kunnen dan met drie kolommen werken. We illustreren dit aan de hand 
van het volgende voorbeeld. 
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` Opdracht 


Opdracht 


Opdrachten 


10 


11 


12 


Voorbeeld 3.8 

Alleen het vet gedrukte 
hoeft te worden ingetypt, 
de rest kan worden 
gekopieerd. 


Produceer op deze manier zelf de oplossing van voorbeeld 3.7. 


Opmerking: 

Sommige krachtige spreadsheetprogramma's hebben kant en klare tools of 

add-ins met namen als Solve of Solver die de methode van Newton-Raphson 
realiseren met behulp van slechts één of twee cellen; ze hebben de iteratie- 

formule nodig en een beginschatting. 


Derive 

Het soLve-commando en de SOLVE-functie zullen in exact en mixed mode 
(Options, Precision) altijd eerst proberen de oplossingen exact te bepalen. 

Lukt dit niet, dan gebeurt er niets meer in exacte mode en in mixed mode 

gaat Derive over op approximate mode. In deze derde mode past Derive de 

halveringsmethode toe met als default interval [-10, 10]. 


Verifieer een en ander via het oplossen van x5 — x + 1 = 0. 


Derive heeft een utility bestand SOLVE.MTH waarin een commando is opge- 
nomen met de naam: NEWTONS ( [F(x)], [x], [x0], n). (inladen via: 
Transfer, Load, Derive, solve.mth). 

Het enige nadeel van dit commando is, dat de eerste drie argumenten als 
vector ([...]) moeten worden opgevoerd. Dit houdt verband met het feit dat 
het ook geschikt is voor het oplossen van stelsels vergelijkingen. 

We zullen nu (geleidelijk aan) ons eigen commando construeren dat geschikt 
is voor één enkele vergelijking. 


Doe het volgende in Derive: 


Definieer de functie F(x) F(x) :2x^2-2 

Voer in x-—F(x)/DIF(F(x), x) 

Simplify, en noem deze formule G(x) 

Stel in: Declare, Output Settings, Notation (Decimal) 
Voer na elkaar in: G(1.6) =, G(G(1.6) =, 


G(G(G(1.6))) =, ENZ. 


Gebruik het commando ITERATES (zie paragraaf 3.2.4: Derive) om vijf iteraties te ma- 
ken of zoveel je maar wilt) met behulp van de functie С(х) uit de vorige opdracht. Bij 
meer dan vijf moet je beslist even de precisie opvoeren! 


Maak met het ITERATES-commando één enkel commando 
myNR (f, x, x0, п) dat n opeenvolgende iteraties volgens Newton-Raphson produ- 
ceert, uitgaande van de functie f (uit f(x) = 0) bij een beginschatting хо. 
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Augusta Ada Byron (1816-1852) 


Er zijn in de vorige eeuwen helaas maar weinig 
vrouwen geweest die een belangrijke rol in de 
ontwikkeling van de informatica en analyse heb- 
ben gespeeld. Op de sociale en psychologische 
redenen hiervan gaan we niet in. Wel constate- 
ren we dat díe vrouwen die zich manifesteerden 
in de exacte wetenschappen, in originaliteit en 
helderheid van geschrift beslist niet onderdeden 
voor hun mannelijke collega’s. 

Uit de 18de eeuw kennen we Maria Agnesi. Ze 
schreef het eerste uitgebreide boek over diffe- 
rentiaal- en integraalrekening sinds het verschij- 
nen van De l'Hópitals eerste samenvattingen 
over de analyse. 

Een andere vrouw, Emile Breteuil, schreef het 
voor die tijd verrassend heldere boek Institutions 
de physique waardoor ze in één keer de erken- 
ning kreeg zoals de Bernoulli's, Clairaut, enzo- 
voort die hadden. Ze was een trouwe volgelinge 
van Leibniz, was leerlinge van Maupertuis en 
vriendin van Voltaire... 

Op de grens van de 18de en 19de eeuw ont- 
moeten we Caroline Herschel, een beroemd astro- 
nome en wiskundige, en Mary Fairfax Sommer- 
ville, die vijf beroemde standaardwerken schreef 
over wiskunde, astronomie en chemie en één 
van de beroemdste wiskundigen in Engeland 
was in die dagen. Later zullen we nog enkele 
beroemde vrouwen beschrijven. 

Zeer opmerkelijk was de verschijning van Lady 
Lovelace, Ze werd als Augusta Ada Byron gebo- 
ren in 1816 als dochter van de dichter Lord By- 
ron en Annabella Milbanke. Later kreeg ze door 
haar huwelijk met de Earl of Lovelace de naam 
Lady Lovelace. Haar ouders gingen reeds na één 
jaar uit elkaar en deze scheiding wekte zo’n ver- 
ontwaardi- ging op, dat Byron Engeland moest 
verlaten. Hij zou Engeland en zijn dochter Ada 
niet meer terugzien. 

Ada was al op jonge leeftijd geïnteresseerd in de 
wiskunde, Ze kreeg onderricht van De Morgan, 
een bekend wiskundige uit die tijd. Met de 
vrouw van De Morgan bezocht ze vaak 
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Babbage, die toen werkte aan zijn Analytical 
Engine. Ada begreep toen al de werking van de 
machine, tenminste als we haar begeleidster 
mogen geloven. De Analytical Engine zou moe- 
ten bestaan uit een geheugen, de ‘store’, voor 
het opbergen van de gegevens en de resultaten, 
en uit de zogenaamde ‘mill’, het rekenorgaan 
voor het uitvoeren van de rekenkundige bewer- 
kingen. Eén ponskaartlezer zou moeten zorgen 
voor het inlezen van de gegevens en een tweede 
ponskaartlezer voor het inlezen van de 
programmastappen, analoog aan het automa- 
tische weefgetouw van Jacquard. 

Een bekende uitspraak van Ada over de vraag of 
machines kunnen denken is (Lady Lovelace's 
Objection): ‘Ое Analytische Machine heeft niet 
de pretenties uit zichzelf iets nieuws voort te 
brengen. Ze kan alleen datgene doen waarvan 
we weten hoe we het haar moeten opdragen.’ 
We weten al dat de machine nooit gebouwd 
werd. Babbage en Ada bleven bevriend tot haar 
vroegtijdige dood. Ze werd 36 jaar oud en ligt 
begraven naast haar vader. Haar naam leeft 
voort in de programmeertaal Ada die door som- 
migen wordt gezien als de opvolger van Fortran 
en Cobol. 


COpdrachten 


Ш 


13 


14 


15 


Мар!е 

We geven een procedure my. nr die als respectieve argumenten verwacht: 
een procedure (de naam of de expliciete definitie van de vergelijking die 
moet worden opgelost), de beginschatting en het aantal verlangde iteraties. 


» my nr :-proc (f:: procedure, x0:: algebraic, n:: integer) 
local T;,t,i; 
T[0] := x0; t := T[0]; 
for i to n do 
T[i] :- t —£(t) /D(£) (t); t :» T[i] od; 
[sea (Ii, T[i]], 1-0 .. n)] 
end: 


У. VOM NE MAM 


We passen dit toe op voorbeeld 3.5 (via het opgeven van de procedurenaam) 
en voorbeeld 3.6 (via het opgeven van het procedurevoorschrift zelf): 


> vbl := x AE 2-2: 

> my nr (vbi, 1.6, 3); 
[[O, 1.6], [1, 1.425000000], [2, 1.41254386], 
[3, 1.414213563]] 

> my nr (z > -3-1/z, 0.5, 4); 

> CLO, .5], (1, .251, [27 7-3125]:91378:38320312 5] 
[4, .33332824711 


Hoeveel iteraties zijn nodig om evenveel juiste cijfers te krijgen als op het scherm van je 
eigen zakcomputer wordt weergegeven na uitvoeren van de deling 3 ? 


Reproduceer de uitkomsten h, tot en met h; van voorbeeld 3.7. 


Je zou nu ook de Maple-procedure my_halveer (x0, y0, n) uit paragraaf 3.2.4 
kunnen wijzigen in my. halveer (f, x0, y0, n). Wat is hiervan het voordeel? 


Mathematica 

We definiéren een functie die één enkele iteratiestap volgens Newton- 
Raphson uitvoert en passen deze vervolgens toe op de vergelijking uit voor- 
beeld 3.5 (twee keer) en voorbeeld 3.6 (één keer): 


In[1] nrstap [f ] [x0 ]:-N[ x0-£[x0]/(DI[£ [x] , x]/.x-»x0) ] 
In[2] vbl[x ]:=x°2-2 

In[3] nrstap [vb1] [1.6] 

Out[3] 1.425 

In[4] nrstap [vb1] [nrstap[vb1] [1.61] 

Out[4] 1.41425 

In[5] nrstap [1/4-3&] [0.5] 

Out[5] 0.25 


Omdat Mathematica beschikt over een iteratie-commando NestList (zie ook 


paragraaf 3.2.4: Mathematica) is het handiger uiteindelijk de volgende func- 
tie NR in te voeren. 
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Opdracht 


Opdracht 
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21 


ons vastgestelde nauwkeurigheid e. De laatste iteratiewaarde wordt dan de 
benadering van het nulpunt. 

Toch moeten we oppassen. In het geval dat de grafiek vrijwel verticaal loopt, 
zullen de x-waarden dicht bij elkaar liggen, zodat we de verkeerde conclusie 
trekken dat we het nulpunt gevonden hebben. Beter is het, behalve te testen 
of de afstand tussen twee opeenvolgende waarden van x in de buurt van 0 
ligt, ook te kijken of de functiewaarde van de laatst gevonden x-waarde in de 
buurt van O ligt. 


Voorbeeld 3.10 


1 
Besch de functie -——-—, 
eschouw unctie f(x) DD 


Laat zien dat de iteratieformule gegeven wordt door de eenvoudige uitdrukking: 
Kin 3x; — Xxr (I= 0,1,2, ...) 

Als startwaarde kiezen we x, — 0,1. Hiermee krijgen we achtereenvolgens de 
iteratiewaarden: 


x, 70,149 75 x, =1,227 387 8 
x47 0,223 785 5 хь =1,3788227 
x47 0,332 876 4 хо = 1,412 896 2 
х,= 0,490 093 4 х10= 1,414 211 7 
xs 70,705 711 хуу = 1,414 213 6 
x, = 0,970 700 5 X127 1,414 213 6 


Slechts met kleine stapjes wordt het nulpunt genaderd; pas in de directe om- 
geving van het nulpunt is er snelle convergentie. Bekijken we de factor 
Cla — хіп dit geval, dan is: 


6 
C To) at 3 — 
DINE [|с EDEN 
TA 


Stellen we de eis dat Cla — х < 0,1, dan moeten we de startwaarde op een 
afstand kleiner dan 0,1 van het nulpunt kiezen om snelle convergentie te 
krijgen. 


Wat we zien aan dit voorbeeld, geldt algemeen voor de besproken methode. 
Om snel tot een resultaat te komen, moeten we een startpunt dichtbij het 
nulpunt kiezen. We doen er daarom verstandig aan eerst een grafiek van de 
functie te schetsen, zodat we een indruk hebben waar ongeveer het (de) nul- 
punt(en) ligt (liggen). 


Schets nu zelf een grafiek van de functie uit voorbeeld 3.10, kies een geschikter start- 
punt en pas de iteratieformule toe tot aan het stopcriterium is voldaan. 
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Voorbeeld 3.11 id M 
Gegeven is de functie f(x) = — — — . Ga na dat ai 


DE SEX 
bo 15a УШ; E 
We nemen als startwaarde x, — 3. Hieruit volgt: 
—9; x, = 19,29; хз = 39,69; x4 80/43: 


Er is in dit geval geen convergentie. Het waarom wordt duidelijk als w 
grafiek van de functie schetsen (zie figuur 3.11). A 


Kies zelf een startwaarde die wél bruikbaar is voor het bepalen van het nulpunt (a = 1) 
en bepaal dit ook. 


Voorbeeld 3.12 
Gegeven is de functie 


—3x* + 7x? 
O d 
Ga na dat geldt: 

7x; = 9x? 


zl E Dee et 
Хіл 14 — ER H ) 
Als startwaarde kiezen we x, = 1. 
Hieruit volgt de rij iteratie- 
waarden: 


x,7-1;x27]1;x4—-1;X47 15. — 


Een hoogst opmerkelijk result 
Bij het schetsen van de grafiek 
van de functie zien we wat er; 
toevalligheden moeten we alt 


Vraagstukken 3.36 


3.37 


3.38 


3.39 


3.40 


3.41 


Gegeven x? — 2 = 0. Pas de methode van Newton-Raphson toe en kies xy = 105. Ga 
de convergentiesnelheid na. Wanneer begint de theorie te kloppen? 


Gegeven f(x) = х20 — 1 = 0. Pas de methode van Newton-Raphson toe en kies 
Xo = 0,5. Ga met behulp van de grafiek van de functie de gevonden iteratiewaarden 
na. Verklaar de aanvankelijk langzame convergentie. 


Gegeven f(x) = x? — 5х + 4,4 = 0. Pas de methode van Newton-Raphson toe en 
kies хо = 1,4. Verklaar met behulp van de grafiek van de functie het opmerkelijke resul- 
taat. 


Gegeven f(x) = x? —x+1 = 0. 
Pas de methode van Newton-Raphson toe en kies x, = —1. Verklaar met behulp van de 
grafiek van de functie het vreemde resultaat. 


Beschouw f(x) = (x — 1)(x — 2)?. Uiteraard heeft de vergelijking f(x) = 0 drie wor- 
tels: x = 1 en twee keer x = 2 en twee nulpunten, namelijk х = 1 en 2. Gebruik de me- 
thode van Newton-Raphson om de nulpunten te bepalen en ga voor beide de 
convergentiesnelheid na. Is ze kwadratisch, sneller of langzamer dan kwadratisch? 


Bepaal met de methode van Newton-Raphson a uit de vergelijking voor het probleem 
‘Eerlijk delen’ (Praktijksituatie hoofdstuk 3) zodat de lengte van het touw aan de geit 
tot op de centimeter nauwkeurig berekend kan worden en als R = 10 meter. 

Is de convergentie ook echt sneller dan bij de halveringsmethode? (Vraagstuk 3.26 
van paragraaf 3.2.4.) 


Samenvatting 


In deze leereenheid heb je een methode bestudeerd voor het oplossen van 
vergelijkingen met één onbekende met de standaardvorm f(x) = 0. Ze is on- 
der meer genoemd naar Newton, één van de grondleggers van de differen- 
tiaalrekening. De methode maakt dan ook gebruik van de afgeleide f'(x). Net 
als bij de halveringsmethode is vooraf grafisch onderzoek van de functie no- 
dig, hier om een beginschatting x, voor de gezochte oplossing te kunnen 
maken. 

Bij sommige functies kunnen ongelukkige beginschattingen tot divergentie 
(weglopen van de oplossing) en vreemde effecten (bijvoorbeeld cycli) leiden. 
De methode van Newton-Raphson is een snel convergerende methode. De 
convergentie heet kwadratisch te zijn, omdat onder bepaalde voorwaarden 
de fout na n + 1 iteraties een constante factor maal het kwadraat van de fout 
na n iteraties is. Een gevolg hiervan is dat — weer onder bepaalde voorwaar- 
den — met elke iteratieslag het aantal correcte cijfers toeneemt met een factor 
twee. 


Toets 
Bepaal voor elk van de volgende vergelijkingen een geschikte beginwaarde om de 


kleinste positieve oplossing te vinden met behulp van de methode van Newton- 
Raphson: 


а 2х – їапх = 0 с 2cosx = cosh x 


b 4соѕх= e* d x=tanx 
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In een variant op de methode van Newton-Raphson benadert men de waarde van de 
afgeleide functie f'(x) telkens door f'(x). Dus: 


f(x) 
f' (xg) 
Vergelijk de convergentie van deze variant met die van de halveringsmethode en de 
methode van Newton-Raphson. Doe dit aan de hand van de functie f(x) = x? — 2. 


X 


Тл =X] (i= 0,1,2,...) 


Hoe diep zinkt een boomstam met een lengte van 1 meter en een doorsnede van 0,2 
meter in water? De dichtheid van het hout is 700 kg/m?. 


Aanwijzing : 
Gebruik de formule van de oppervlakte van een cirkelsegment (zie paragraaf 0.3.4). 


Gegeven f(x) = x(x — 1)? = 0. Er zijn twee verschillende nulpunten. Geef de interval- 
len waarin de x-waarden convergeren naar een nulpunt, gebruikmakend van de me- 
thode van Newton-Raphson. Verifieer een en ander ook. 


Gegeven f(x) = In x = 0. Pas de methode van Newton-Raphson toe en kies x; = 4. 
Verklaar met behulp van de grafiek van de functie wat er misgaat. 


Bepaal met een hulpmiddel naar keuze (spreadsheet, computeralgebrapakket (Derive, 
Maple, Mathematica) of anderszins), maar wel via de methode van Newton-Raphson, 
de drie nulpunten van: 

f(x) = x? - In x — 24,31 - xIn x + 147,741 - In x — 2x? + 48,62. x — 295,482 


Bepaal met een hulpmiddel naar keuze (spreadsheet, computeralgebrapakket (Derive, 
Maple, Mathematica) of anderszins), maar wel via de methode van Newton-Raphson, 
de oplossing van het investeringsvraagstuk uit de praktijksituatie van leereenheid 3.2. 
(Aanwijzing: gebruik formule [2].) 
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In de vorige leereenheden hebben we de vergelijking f(x) = О leren oplossen 
door middel van een van oorsprong grafische methode (de halverings- 
methode) respectievelijk een meetkundig georiénteerde methode (Newton- 
Raphson). De vraag is, of we de vergelijking f(x) =O niet zo kunnen her- 
schrijven dat de onbekende x die we zoeken, geisoleerd kan worden en er een 
uitdrukking x = g(x) ontstaat, waarop analyses met betrekking tot x uitge- 
voerd kunnen worden. In principe doen we dat met de vergelijking 

ax + b = 0 ook, maar zo simpel is x= cos x natuurlijk niet op te lossen. Wel 
kunnen we een x-waarde in cos x invullen en de uitkomst weer in cos x invul- 
len, enzovoort; op den duur vinden we dan x = 0,739.... Probeer het maar op 
je zakrekenmachine; stel hem wel even in op 'radialen'. De gevonden waarde 
is inderdaad de oplossing. Proberen we het ook met x = tan x, dan gaat het 
helemaal niet goed, er ontstaat geen waarde van x die stabiliseert. In deze 
leereenheid ontdekken we wanneer een herhaalde substitutie succesvol is en 
wanneer niet. 


OOpdracht 


Praktijksituatie 
Wat is de getalswaarde van de uitdrukking — 


12 + 412 + 4/12 + VIZ RIDERE 
De drie puntjes onder het laatste wortelteken betekenen (zc 
kunde) dat het proces van ‘twaalf bijtellen en de wortel 
eindige moet worden doorgedacht. Heeft zo'n uitdrukki 
zin? Kunnen we zoiets wel uitrekenen? Het aantal bewer 


Met welk getal is men eigenlijk begonnen om er herhaald ‘tv 
en dan de wortel te trekken’? 


Welke reële getallen zijn geschikt om er ‘twaalf bij te tellen en dan de wortel te trek- 
ken’? Welke niet? 


Ergens halverwege het (denkbeeldige) berekeningsproces hebben we een ze- 
kere tussenuitkomst gekregen, deze noemen we х„. Na de volgende stap in 


het proces krijgen we dan x,,, = /12+Х„. 


Als we veronderstellen dat het oneindig voortlopende proces een waarde 
krijgt die uiteindelijk steeds dichter naar een bepaald getal toegaat, dan zeg- 
gen we dat het proces een limietwaarde heeft. Stellen we deze limietwaarde 
x, dan geldt in de limiet: lim x,,,—x, lim x, -—xen ook: 


пә» = np eg 
х= 4/12 +х 
Bereken x uit x = /12 + x, en controleer deze waarde voor ү12 + 12 + Kë 7 


door een aantal malen op een (zak)rekenmachine deze herhaalde stappen uit te 
voeren. 


Blijft nog de vraag met welk getal men beginnen moet of waarmee men be- 
ginnen kan. Het blijkt namelijk dat een andere beginwaarde dan die uit op- 
dracht 2 ook naar ditzelfde getal convergeert. Hierop komen we nog terug. 
We beginnen nu met de systematische behandeling van nóg een iteratieve 
methode om vergelijkingen f(x) = 0 op te lossen. De derde en laatste van dit 
hoofdstuk. 


3.4.1 Beschrijving van de methode van successieve substitutie 
Bij de methode van successieve substitutie wordt de vergelijking f(x) = 0 die 


we willen oplossen herschreven in een equivalente vorm met de gedaante 
х= g(x). We illustreren dit met een paar voorbeelden. 
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i 
| 
| 


Opdracht 


Iteratieproces 


Voorbeelden 3.13 

1 x3-2x—1-20 e x-0,(-?*1) ex-1-x-x? 
2 х2—5х+2=0 > х= 0,2х2+ 0,4 € x-(5x—-2) 
3 x?-2-0 € x-x-(x?—2)/10 


Ga zorgvuldig na dat voorgaande equivalenties gelden en geef voor het voorbeeld 
3.13-3 nog een andere uitdrukking met de vorm х = g(x). 


Er zijn natuurlijk veel omgewerkte vergelijkingen mogelijk; er is bij deze me- 
thode geen regel hoe f(x) = О herschreven moet worden. Wel zal worden 
aangetoond dat sommige vormen geen succes hebben en andere vormen 
juist wel en waarom dit zo is. 


Uitgaande van een startwaarde x, vinden we door x, als argument in g(x) in 
te vullen x;: 


x, 7 (х0) 
Door de gevonden x, in g te substitueren, vinden we x;: 
Х2= $0) 


We zetten het proces op deze manier voort en vinden zo een rij waarden хо, 
Хуу... Enn Waarbij X,,, wordt gevonden door: 


хь = g(x) 
De vraag is of dit proces een rij waarden oplevert die convergeert naar een 


oplossing van de vergelijking f(x) = О. We gaan dit onderzoeken. 
Er geldt: 


Хь = (xj) 


of (met o de waarde van het nulpunt en via een Taylorreeksontwikkeling 
voor g(x) in х = a (zie leereenheid 2.4)): 


Xian (0) + (x, о) (a) 
Nu is а = (а), zodat: 
X43 — «7 (x,— a)$' (a) 
Als nu |: (0)| S M voor i ^ 0, 1, 2, ... dan is: 
к. o] S Mix; - а 
SM - Mix, — a| = M?x,, — al 
SM? . Міх, - al =M®|x,_ ; — о] 


z Mx, — al 
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Is M < 1, dan zal bij groter wordende i de waarde van, — al en dus de 
afstand van x, tot a steeds kleiner worden. Om convergentie te krijgen, 
moeten we dus een startpunt x, kiezen in een omgeving van a, waarbij 
|g (xo)| < 1. Is zo'n interval niet te vinden, dan is er divergentie. 


Opdracht 4 Laat zien dat de vergelijking x = tan x om genoemde reden niet geschikt is om met 
" deze iteratiemethode opgelost te worden als het gaat om het vinden van een oplos- 
sing a ongelijk aan nul. 


In de buurt van a zal g'(«) de convergentiesnelheid bepalen. We noemen 
Convergentiefactor &'(a) de convergentiefactor, bijvoorbeeld: 


giel = 0,1; na drie iteraties geldt |x, — al < 0,001 - |xo — al 
5' (о) = 0,9; na drie iteraties geldt |x, — a| < 0,729 - |xo — al 


Door het tekenen van de rechte у = x en van de grafiek van y = g(x) kunnen 
we de methode aanschouwelijk maken. Bij de stap x, = (хо) gaan we uit van 
Xo. Teken verticaal een lijn naar de grafiek van g, dan horizontaal naar de 
rechte y = x. Bij de stap х, = g(x) gaan we weer verticaal naar de grafiek van g 
en vervolgens weer horizontaal naar de rechte y — x. Dit zetten we voort. 


Figuur3.13 lteratievolgens — 
Kandel og elc 


ҮТЕ en 
CR 


nec 


We laten dit zien aan de hand van voorbeeld 1 (zie figuur 3.13 en figuur 
3.14) en voorbeeld 3.13-2 (zie figuur 3.15 en figuur 3.16); we krijgen daarbij 
juist de vier mogelijke verschillende iteratiegevallen. Bij elke figuur is steeds 
de waarde van de convergentiefactor $ Lol vermeld. 
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Figuur3.16 Iteratie volgens 


ie volgens b. 
Xi1202x2«04,g'(a)-182 ` 


g' (a) 0,55 


> 


Figuur 3.17 Convergentie als 
|g‘ lol < 1 en divergentie als |g' (œ)| > 1 


Y, 


guren, dan is het duidelijk wanneer er convergentie is en 

. Convergentie treedt op als |g'(a)| < 1, wat er op neer 
n g(x) in de buurt van a zich bevindt in het gearceerde 
figuur 3 5, en divergentie als Ig OIS z 1, dus als de КШ 


„т Р 


Vraagstukken 


Lineaire versus 
kwadratische 
convergentie 


3.42 


3.43 


3.44 


с 


Тооп algebraisch aan dat +3 en T3 de oplossingen zijn van de volgende 
vergelijkingen. 


l y2 A з z= 1 3 
ух2+х- = х а Wecker (een oude bekende?) 
х= 3х2 + х- 9 A б 
T. ТЕЕ x) 
Xx 


Geef zo veel mogelijk iteratiefomules in de vorm van x = g(x) voor de vergelijking 
Inx2x?—x- 1. 

Bepaal grove benaderingen van de twee wortels van de vergelijking uit a door middel 
van het tekenen van de krommen y = 1 + Inxeny = x? — x. 

Zoek twee iteratieformules (voor elke wortel één) die een convergente rij van iteratie- 
waarden zullen geven. 


Gegeven de vergelijking f(x) = 5 — x? = 0. Geef voor de volgende drie iteratie- 
formules de omgeving van de oplossing (als die er is) waarvan de punten als startpunt 
convergentie geven: 


1 5 
Kia SST X] Xx с Xi 75 aU 
i 

5 

Xia Tx? 


3.4.2 De convergentiesnelheid 


Uit de voorafgaande paragraaf blijkt dat bij de methode van successieve sub- 
stitutie — in het geval van convergentie — geldt: 


| 
la — x; 4l = M-]e- х1]! ([$'()]| S M«1 en g'(a) * 0) | 


Men spreekt van lineaire convergentie vanwege de (overbodig аапдереуеп) 
macht van 1. (Bij de methode van Newton-Raphson zagen we hier een 
macht van 2, dat wil zeggen kwadratische convergentie). 

De convergentiesnelheid is bij de methode van successieve substitutie dus 
gelijk aan die van de halveringsmethode waarvoor in de corresponderende | 
formule geldt: M=} | 


aa lcu RIS 


Het vinden van een geschikte iteratieformule kan wel eens tegenvallen. Een 
geschikt iteratieschema met de vorm Zu = $(X i) voor de vergelijking f(x) — 0 
is altijd: 


хы = kite fa) (C#0) 


De constante c moet bij voorkeur zodanig worden gekozen dat snelle conver- 


1 D 
gentie optreedt. De keuze с=——— geeft kwadratische convergentie. 


f'(a) 


T а 
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Opdracht 


Opdracht 


Beredeneer dat er altijd waarden voor cte vinden zijn, zodat dit iteratieschema werkt 
Waarom denk je dat de voorgaande keuze voor c zo’n snelle convergentie geeft? Wat 
herken je nu in voorbeeld 3.1 3-32 


Voorbeeld 3.14 

We beschouwen f(x) = x? + 2x — 1 = 0 en kiezen de iteratieformule 

х. 7 0,5(-x? + 1) met x; = 0,4 (zie ook voorbeeld 3.13-1 en figuur 3.13). Pas 
na ongeveer dertig iteraties vinden we (met alle decimalen correct): 

х= 0,453 397 651 516 403 7... 


1 
Schatting van c=- т levert –0,382...; de keuze van с = -0,38 in de 


(a) 
alternatieve formule x,, =x; + cf (x;) geeft reeds na zeven iteraties alle ge- 
noemde decimalen correct. 


Voor de volledigheid vermelden we van de methode van Newton-Raphson 
nog het volgende. Bij het bepalen van een tweevoudig nulpunt (dit wil zeg- 
gen de vergelijking f(x) = О heeft een dubbel nulpunt (twee samenvallende 
nulpunten) ofwel f(x) bezit een factor (x — a)?) is de convergentie niet kwa- 
dratisch, maar lineair. 


Laat zien dat als f(x) de factor (х — о)? bevat, dat dan f'(a) = 0. 


Joseph Marie Jacquard (1752-1834) 


In de ontwikkeling van de automatisering neemt 
Joseph Marie Jacquard een belangrijke plaats in. 
Hij werd geboren in 1752 in Lyon, waar zijn va- 
der een zijdeweverij had en waar hij zelf het be- 
roep van boekbinder uitoefende. 

Destijds werden de weefgetouwen door de ar- 
beiders met de hand bediend. In 1790 kreeg 


Jacquard de opdracht een vijftig jaar oude weef- 
machine te herstellen. Voortbouwend op ideeën 
van anderen realiseerde hij de eerste volautoma- 
tische weefmachine. Daarbij maakte hij gebruik 
van aan elkaar bevestigde kartonnen kaarten 
met daarin geponste gaten. Het principe was als 
volgt: een kaart werd voorgedraaid; op plaatsen 
met een gat werden stangen doorgelaten en op 


de andere plaatsen werden de stangen tegenge- In 1801 demonstreerde Jacquard zijn eerste mo- 
houden. Dit principe wordt nog steeds bij del in Parijs en in 1804 demonstreerde hij zijn 
draaiorgels gebruikt. De automaat bracht het machine aan Napoleon. Hij kreeg het kruis van 
patroon aan volgens de rangschikking van de het Legioen van Eer, een jaarlijkse uitkering plus 
gaten in de kaarten. De ponskaarten fungeerden een bedrag voor elke machine. ' 
hierbij als instructiedrager; ze vormden het ‘pro- Jacquard stierf in 1834. De invoering van zijn 
gramma’. We herkennen hetzelfde principe bij machine ondervond veel tegenstand van de be- 
onze hedendaagse computers. Het grote ver- trokken arbeiders, maar in 1812 waren er in 
schil is echter dat bij computers instructies in het Frankrijk al 11.000 Jacquard-weefgetouwen en 
geheugen van de machine worden opgeslagen. in 1834 al 30.000. 
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Í 


Opdrachten 


Opdracht 


Bij een dubbel nulpunt geldt bij de methode van Newton-Raphson niet 


langer voor de convergentie [a — x;,,| =C - æ x;|? met C = 


fa 
2f'(a) 
plaats daarvan: x,,, — a =A - (x,— a). Er is in dat geval dus convergentie als 
|А| < 1. 
In het geval van dubbele of samenvallende nulpunten is er dus geen winst te 
behalen door in plaats van de methode van successieve substitutie de me- 
thode van Newton-Raphson te gebruiken. 


Voorbeeld 3.15 


-3х* + 7x? 
We beschouwen nogmaals de functie f(x) = van voorbeeld 3.12 


uit leereenheid 3.3 (zie figuur 3.12). We vonden dat de nulpunten van 
f(x) = 0 via Newton-Raphson bepaald kunnen worden met de iteratie- 
formule: 

7x,— 9x? 


Xi 8(X) "uq (152001228) 
= П 


Toon door berekening aan dat f(x) het dubbele nulpunt a = 0 bezit. 


Зх? 
Toon аап dat f(x) = 0 equivalent is met x = xs 
3 


3xj 
Met de corresponderende iteratieformule x;,, = Se vinden we, uitgaande van 
Xo = 0,1, de volgende rij benaderde oplossingen: 


0,1; 0,00042857; 3,37359 х 10-11; 1,64551х 10-975; 1,90954 х 107°; 
2,98407 x 10-288; … 


Passen we successieve substitutie toe ор de genoemde functie g (dit is dus 
feitelijk Newton-Raphson!) dan vinden we, eveneens uitgaande van x, = 0,1 
de rij benaderde oplossingen: 


0,1; 0,04978386; 0,02486543; 0,01242942; 0,00621430; 0,00310710; 
0,00155354; 0,00077677; 0,00038839; 0,00019419; 0,00009710; 
0,00004855; … 


Duidelijk is te zien dat directe successieve substitutie sneller convergeert dan 

iteratie volgens Newton-Raphson. 

Onderzoek (zonder de iteratieberekeningen uit te voeren) of voorgaande iteratie- 

formules, die we gebruiken voor het vinden van het dubbele nulpunt a = 0, ook ge- 

bruikt kunnen worden voor het bepalen van de overige twee nulpunten NA en — 48 
—3x* 7x? 

van f(x) = TU. 


Aanwijzing : 
Let op de waarde van g'(x) in de buurt van a = 1,5. 
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3.4.3. Deimplementatie van de methode van successieve substitutie 


Spreadsheet 

Het zal je na de voorgaande leereenheden geen problemen geven de me- 
thode van successieve substitutie toe te passen binnen een spreadsheet. We 
maken nog slechts een opmerking over relatieve en absolute adressering. 
Stel we willen nagaan dat de keuze van c = –0,38 (zie voorbeeld 3.14) inder- 
daad een goede is, ofwel dat andere waarden van c meer iteratiestappen ver- 
gen om dezelfde nauwkeurigheid te behalen. 

Met behulp van slechts één kolom kunnen we successieve substitutie realise- 
ren, bijvoorbeeld: 

e Cel A2 bevat de waarde van xo. 

• Cel АЗ bevat de iteratieformule voor x, namelijk: = f(A2). 


Door de celinhoud van A3 naar de daaronder liggende cellen te kopiéren, 

ontstaan automatisch de formules: = f(A3), = f(A4), enzovoort. 

Als nu in naastliggende kolommen dezelfde berekeningen moeten worden 

uitgevoerd, maar met een andere waarde van de parameter c in de iteratie- 

formule, dan kunnen we als volgt te werk gaan: 

• Cel ВІ bevat de waarde van c voor deze kolom. 

e Cel B2 bevat weer de beginwaarde xo. 

• Cel ВЗ bevat weer de iteratieformule met verwijzingen naar B2, maar nu 
ook naar B1. We typen echter B$1 in plaats van BI; dit betekent dat bij 
het kopiéren naar beneden toe, in elke formule die gemaakt wordt, 
telkens naar В1 wordt verwezen en niet naar de cel direct erboven. 

Dit laatste gebeurt wel met de andere verwijzing naar B2: B2 wordt B3, B3 
wordt B4, enzovoort. (Het dollarteken wordt gezet voor het vaste rij- 
nummer. Zou ook horizontaal gekopieerd moeten worden, dan kan ook 
de kolom bevroren worden via het intypen van $B$1.) 


Pas de methode van successieve substitutie toe op de alternatieve vergelijking van 
voorbeeld 3.14, neem hierbij achtereenvolgens voor c de waarden: –0,5; -0,48; 
—0,46; ...; -0,38; … ; —0,30. Vergelijk de convergentiesnelheden onderling. Wat is je 
conclusie? 


Derive 

Het commando ITERATES is — zoals de naam aangeeft — ontworpen voor ite- 
ratie dus ook voor de methode van successieve substitutie. Het resultaat van 
voorbeeld 3.14 krijgen we met dit commando als volgt: 


Options, Precision, Exact, Digits, 17 


Author: ITERATES (0.5*(1-x^3), x, 0.4, 32) 

ApproXimate: [0.4, 0.468, 0.448748384, ..., 
0.45339765151640376] 

Author: ITERATE (x-0.38*(x^342*x-1)), x, 0.4, 8) 

ApproXimate: [0.45339765151640376] 


Onderzoek het verschil tussen ITERATES en ITERATE, beide zowel in aan- als afwe- 
zigheid van het vierde argument. 


Zelfde als opdracht 11, nu voor Derive. 


Bepaal alle nulpunten van de vergelijking uit voorbeeld 3.15 met behulp van Derive. 
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Opdrachten 


17 


Maple 

Het computeralgebraprogramma Maple kent geen iteratiecommando, van- 
daar dat we zelf — net zoals in de beide vorige leereenheden 3.2 en 3.3 een 
procedure moeten schrijven. We geven de code voor een procedure met de 
syntax: 


iterates (iteratiefunctie (naam of procedure), startwaarde, 
aantal keer) 


iterates :- proc(g::procedure, x0::algebraic, n::integer) 
local T,t,i; 
T[0] := x0; 
t :z T[0]; 
for i from 1 to n do Т[і]:= g(t); t:= T[i] od; 
[seq([Ii, Т[1]], і = 0 .. n)] 
end; 


Hiermee produceren we als volgt de resultaten van voorbeeld 3.14: 


:-Xx-»0.5*(1-x^3): 
Digits:-17: 
> iterates (g, 0.4, 32); 
[[O, .4], [1, .4680], [2, .4487483840000], 
[3. 45481662192409217], [4, .45295873532154897], 
[5, .45353286216810080], 


[28, .45339765151640353], [29, .45339765151640384], } 
[30, .45339765151640375], [31, .45339765151640377], | 
[32, .4533976515164037711 

> iterates (x -> x-0.38*(x^3*2*x-1), 0.4, 8); | 
[[O, .4], [1, .45168], [2, .45338642230697984], 
[3, .45339758799665839], [4, .45339765115746117], 
[5, .45339765151437544], [6, .45339765151639231], 
[7, .45339765151640370], [8, .45339765151640377]] 


Realiseer voorbeeld 3.15 met behulp van Maple. 


Schrijf een procedure i terate die alleen de uitkomst van de laatste iteratieslag als | 
resultaat geeft. | 


Idem, maar nu met een ingebouwde ‘precisie’, dit wil zeggen als twee opeenvolgende 
uitkomsten minder verschillen dan een vast ingestelde waarde, stopt het proces en 
alleen de laatstberekende iteratieuitkomst wordt getoond. 

Aanwijzing: 

Gebruik bijvoorbeeld de while-optie van het do-statement.) 


Met een procedure als die bedoeld in de opdracht 16 kunnen we eenvoudig 
de invloed nagaan van de waarde van de parameter c in het alternatieve 
iteratieschema x,,, = x, * c - {(х,) met c + 0 (zie paragraaf 3.4.2, voorbeeld 
3.14). We onderzoeken de invloed van de parameter c in voorbeeld 3.14 bij- 


voorbeeld als volgt: 
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Opdracht 18 
B 
Opdrachten 19 
20 


Vraagstukken 3.45 a 


3.46 


3.47 


> for c from -0.5 by 0.02 to -0.3 do 
[c, iterate (х->х+с* (х^3+2*х-1),0.4,100)] od; 
[-.5 , [29, .4533976515164038]] 
[-.48, [25, .4533976515164038]] 
[-.46, [22, .4533976515164039]] 
[-.44, [18, .4533976515164038]] 
[-.42, [16, .4533976515164038]] 
[-.40, [12, .4533976515164038]] 
[-.38, [8 , .4533976515164038]] 
[-.36, [13, .4533976515164037]] 
[-.34, [16, .4533976515164037]] 
[-.32, [19, .4533976515164037]] 
[-.30, [23, .4533976515164038]] 


Duidelijk is te zien dat bij c = -0,38 een minimum aantal iteraties nodig is. 


Bepaal alle nulpunten van de vergelijking uit voorbeeld 3.15 met behulp van Maple. 


Mathematica 


Mathematica kent het commando FixedPointList [f, x0], dit geeft de 
rij waarden: 

Xo, Ёо), Afo) fCfCf(x9)), … tot en met de iteratiewaarde die geen ver- 
andering meer vertoont ten opzichte van zijn voorganger. Een eventueel 
derde argument geeft het aantal uit te voeren iteratieslagen aan. 

Het commando FixedPoint [f, x0] geeft niet de rij, maar de laatste 
waarde uit de rij. 


Reproduceer de resultaten van voorbeeld 3.14 en onderzoek de invloed van de waarde 
van cop het aantal benodigde iteraties voor de nauwkeurigheid uit voorbeeld 3.14. 


Bepaal alle wortels van de vergelijking uit voorbeeld 3.15 met behulp van Mathematica. 


Los de vergelijking van Leonardo van Pisa op (zie paragraaf 3.2.4 vraagstuk 3.25 en 
paragraaf 3.3.2 vraagstuk 3.35) met behulp van de volgende iteratieformule: 


20 


Kar = REN 
ХА + 2X,+ 10 


Verklaar met behulp van de convergentiefactor waarom de convergentie zo langzaam 
verloopt. 


Gegeven de vergelijking f(x) = x — cos x = 0. Als we het iteratieschema x,,, = COS X; 
met x = 0 gebruiken, blijkt de convergentie vrij langzaam te zijn. Produceer een 
equivalente vergelijking x — g(x) die snellere convergentie oplevert. 


Gegeven de vergelijking ех = х2. Deze heeft een oplossing in de buurt van x = –0,7. 
Onderzoek bij deze beginwaarde de convergentiesnelheid van de volgende alterna- 
tieve equivalente vergelijkingen: 


x e*— x? 
x=e? d x2x— 5 
х= 21пх Ek zé 
en Ах е^ 
х=— е х= —-—— ——- met #-1 
X 1+А x(142) 
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3.48 Gegeven de vergelijking x — In x = 0. Waarom levert de iteratieformule х; з = In x, 
geen resultaat op? 


3.49 Gegeven is het iteratieschema x, = x,(2 — x). Gevraagd de oplossing (ongelijk nul) 
van de vergelijking waarvoor dit schema wordt gebruikt. Wat is de orde van het 
proces? 

(Toelichting: lineaire convergentie = eerste orde; kwadratische convergentie = tweede 
orde, enzovoort) 


3.50 Los nogmaals het probleem op van de geit op de cirkelvormige weide (zie de Praktijk- 
situatie van dit hoofdstuk). Bepaal een iteratieformule met kwadratische convergentie 
en vergelijk de verkregen convergentiesnelheid met die van de methode van Newton- 
Raphson. 


3.51 Beschouw nogmaals het investeringsvraagstuk uit de praktijksituatie aan het begin van 
leereenheid 3.2. 

a Ga nu uit van een looptijd van zes jaar en bepaal de vergelijking voor het rentepercen- 
tage p waarbij de uitgaande cash flow gelijk is aan de som van de contante waarden 
van de ingaande cash flows. 

b Bepaal tot op een tiende procent nauwkeurig via successieve substitutie en met een 
spreadsheetprogramma het rentepercentage in de situatie met een looptijd van zes 
jaar. 


Aanwijzing : 

Gebruik om de optimale waarde van сіп de iteratieformule x; , = xj + с. f(x;) te 
vinden als eerste schatting voor het nulpunt het eerder gevonden percentage bij vijf 
termijnen van één jaar, namelijk 13,8%. Het nu gevraagde percentage zal iets lager 
zijn. 


Samenvatting 


In deze leereenheid was het van het begin tot het einde iteratie wat de klok 
sloeg. De methode heet de methode van successieve substitutie, hetgeen wil 
zeggen: herhaald substitueren. De convergentie is doorgaans lineair, dus 
langzamer dan die van de methode van Newton-Raphson (kwadratisch). Eis 
voor convergentie naar het gezochte nulpunt x = a van het herhaald 
substitutieproces toegepast op A. = (Хх) is een startwaarde in de buurt van 
het nulpunt en tegelijk |g'(a)| < 1. 

Probleem kan zijn het vinden van een geschikte iteratieformule x;,, = g(x;) 
uitgaande van f(x) = 0. Een bruikbare formule is altijd x,,, — x, * € - fa), 
waarbij c geschikt gekozen dient te worden. 
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| 


basisbegrippen | 


A, FAX Hat E 
| van de rede grand n, o, rào 


| 


Jee 3 
successieve substimtie 
iceratiefirmale Xn = ga) ы [ | 


Vermerk eecht? | 
dam х. = tef) | 


ja Al € Ja - xl 
met (аем, ; 
ah 1g 562] e 


eigenschap 


ftvperuterum- Ja — Xl € |а - xil | 


[а - xel 
Ei 
a Xo m Ki 


ja kd 
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Numerieke berekeningen | 
met een computer 


S een. 

- UE | 

-~ verimerigraldiger | 

- delen | 

- machesverheffen 

p ——MM n —áu € Ó—M €, 
> p 1 | 

ructenlgedraische vergelyking, | 

vergelubuna met fes als 

- rx 

- ex | 

tanx | 


ех 
hr 


| 

| 

| 

| 

I 

| 

| 
| | 
| : " AA 


| methode i: halverugsmethade 
т AE fa) со, КЁ э 
Ре ————=== 

Кт) = о ; 

^ — 

ЕЕЕ БЕГЕ cy | 
к= | 
| Km)? о | 

a E 

| TEN i 
leno со | 

A con er rmt? | 
E } 


| КО GE (PE <£ 


algebraische vergelykinger Ch 


„tad = о | 
|] 
f 


E bemerkingen. | | 


Toets 


Welke van de volgende iteratieformules geven een rij benaderde oplossingen die con- 
vergeren naar het nulpunt а = 1 van x? — 6x + 5 = 0? 


5 
gap Or € хь. = убх, – 5 


De positie van een bepaald lichaam dat beweegt langs een X-as wordt beschreven 
door de vergelijking x(t) = t - sin t (t = 0). Dit is een niet-algebraische vergelijking die 
harmonische trillingen beschrijft met steeds groter wordende amplitudo. 

Voor welke waarden van t > 0 is de positie gelijk aan nul? 

Voor welke waarde van tis de snelheid voor de derde keer (na t = 0) gelijk aan nul? 


Gegeven is het iteratieschema х;у = х(3 — 3x, + х2). Gevraagd de oplossing (onge- 
lijk nul) van de vergelijking waarvoor dit schema wordt gebruikt. Wat is de orde van 
het proces? 


Beschouw de functie K(x) = x? + sin x. Bepaal de nulpunten (K(x) = 0) en de extre- 
men (K'(x) = 0). 


De geit uit de Praktijksituatie van dit hoofdstuk wordt verzet naar een verse weide die 
echter vierkant is. De pen aan de ketting wordt in het midden van een zijde van het 
vierkant vastgezet. Hoe lang moet de ketting nu zijn zodat de geit slechts de helft van 
de weide kan afgrazen? 
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Eindtoets hoofdstuk 3 


1 Beschouw de functie f(x) = x? — 5x? + 3 met D, = R. Bepaal alle nulpunten van f 
met behulp van de halveringsmethode. 


2 Beschouw de functie f(x) = x? — 3x? + x — 1 met xin R. Bepaal alle nulpunten van f 
met behulp van de methode van Newton-Raphson. Wat gaat er mis als we х, = 1 
kiezen en hoe komt dit? 


3 Beschouw de functie f(x) = (х — 3)?, neem х, = 2 en bepaal de nulpunten a = 3 met 
behulp van de methode van Newton-Raphson. Hoe groot is de feitelijke convergentie- 
snelheid? Werkt de halveringsmethode sneller of langzamer? 


4 Beschouw de functie f(x) = x^ — 5x? + 6x? + 4x — 8 met xin R. 
Vergelijk de halveringsmethode en de methode van Newton-Raphson bij het vinden 
van het nulpunt in de buurt van x — 2. Wat is je conclusie? 


5 Beschouw de niet-algebraïsche vergelijking sin x — 0,1 - х = 0. 

Bepaal hoeveel iteraties nodig zijn voor een resultaat met vijf correcte cijfers achter de 
komma met het door jou gebruikte programma, voor elk van de volgende methoden: 
de methode van Newton-Raphson met als beginschatting xy = т. 

de halveringsmethode met het begininterval [O, т]; 

с de methode van successieve substitutie met beginschatting xo = т. 


cw 


6 ` In allerlei technische problemen ontmoet men vergelijkingen als: 
1 
COS X 


—xz0 


b e*-tanx 


Schat voor elk van de vergelijkingen eerst langs grafische weg de grootte van de vier 
kleinste positieve oplossingen en bepaal ze vervolgens nauwkeuriger met een me- 
thode naar keuze. Geef voor de overige positieve oplossingen een benaderings- 
formule. 
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unst van net primitiveren 505 


lumerieke methoden voor het berekenen van bepaalde integralen 352 


ngen van de Integraalrekening 400 


ndtoets hoofdstuk 


Het motto aan het begin van dit hoofdstuk geeft het belang van dit 
hoofdstuk goed weer. Bijna alle tot nu toe behandelde onderwerpen 
uit dit boek zijn gericht op het gebruik ervan in dit hoofdstuk. Met 
daaraan toegevoegd de kennis van de integraalrekening zul je in 
staat zijn om een groot aantal toepassingen op tal van gebieden 
wiskundig te beschrijven en oplossingen aan te dragen. Om je alvast 
een indruk te geven van wat je te wachten staat, bekijken we een 
eenvoudig voorbeeld. 

Aan een ketting wordt een emmer gevuld met beton met een massa 
van 100 kg vanaf de begane grond naar het dak van een gebouw 


met een hoogte van h = 40 meter omhoog getrokken. De arbeid die 
dat kost is gelijk aan m - g - h = 100 kg- 10 m/s?- 40 m = 40 kJ. Behalve 
de emmer moet ook de ketting naar boven worden getrokken. Voor 
het gedeelte van de ketting dicht bij de grond kost dat meer arbeid 
dan voor het gedeelte van de ketting dicht bij het dak, omdat de 
weg naar het dak dan langer is. Dit heeft tot gevolg dat je de 
formule т · g: h niet meer voor de gehele ketting kan toepassen. 
Wat je moet doen om de arbeid uit te rekenen is ... de integraalreke- 
ning uit dit hoofdstuk gebruiken. 


Dit hoofdstuk begint in de eerste 
leereenheid met de behandeling 
van twee concrete toepassingen 
van de integraalrekening: de 
begrippen 'oppervlakte' en 'afge- 
legde weg'. Als we daar wat voor- 
beelden van gezien hebben, gaan 
we in de tweede en de derde leer- 
eenheid in op de techniek van het 
integreren. In de vierde leereenheid ten slotte komen vele toepas- 
singen van de integraalrekening aan bod. We komen dan het voor- 
beeld van het naar boven trekken van de emmer met beton weer 
tegen. 


Praktijksituatie 

Als de afgelegde weg s(t) van een voorwerp als functie van de tijd bekend is, 

dan kunnen we de snelheid v(t) bepalen door s(t) te differentiëren naar de tijd: 
deit 

v(t) = di 

We keren het probleem nu om: uitgaande van de snelheid v(t) willen we de 

afgelegde weg s(f) van het voorwerp bepalen. Als de snelheid constant is, is 

dat eenvoudig. Stel dat de constante snelheid gelijk is aan 15 m/s, dan legt dat 

voorwerp vanaf = 0 in 20 seconden een weg af van 15 - 20 = 300 m. Of in 

meer algemene zin: Stel dat de constante snelheid gelijk is aan v, [m/s], dan 

legt het voorwerp vanaf t — 0 in At [s] een weg v, - At [m] af. 


In een diagram met horizontaal de tijd en verticaal de snelheid wordt de gra- 
fiek van de snelheid in het tijdsinterval [0, At] weergegeven door een horizon- 
tale lijn. Zie figuur 4.1. 
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De figuur onder de grafiek van v boven het tijds- 


D pee 
DEI EE — 
Еч | aum 


interval [0, At] is een rechthoek met als hoogte de Figuur 4.1 ко Ais 
snelheid v, en als basis de tijd At dat het voorwerp afgelegde weg in At 
seconden 


in beweging is. De oppervlakte van deze rechthoek 
is gelijk aan het product van v, en At. Het product 
van vo en Atis, zoals we gezien hebben, ook gelijk 
aan de afgelegde weg in At [s] sinds t= 0. We con- 
cluderen: de afgelegde weg van het voorwerp is ge- 
lijk aan de oppervlakte onder de grafiek van de 
snelheid v! 


e 
DII EM 


Moeilijker wordt het als de snelheid v(t) niet con- hl 
stant is, omdat de snelheid in de grafiek dan niet H 
door een horizontale lijn wordt weergegeven. Maar i 
ook hier is de afgelegde weg gelijk aan de opper- 
vlakte onder de grafiek van de snelheid v. Om dat 
te laten zien, verdelen we de tijd dat het voorwerp 
zich verplaatst in een zeer groot aantal gelijke tijds- 
intervallen At. Zie figuur 4.2. 


о 
> 
= 
~ 


Figuur 4.2 v is een niet constante snelheidsfunctie. De oppervlakte onder de trapfunctie is 
een benadering voor de afgelegde weg van t= atot t= b 


vÀ 


Om de afgelegde weg in een tijdsinterval [t, t + At] te berekenen, doen we net 
of de snelheid tijdens zo’n interval constant is. Daarvoor nemen we voor elk 
tijdsinterval de snelheid v(t) aan het begin van het interval. De functie die be- 
hoort bij dit snelheidspatroon is een trapfunctie. De oppervlakte onder de gra- 
fiek van de trapfunctie is gelijk aan de som van de oppervlakten van alle recht- 
hoekjes gevormd door de rechten door de grenspunten ten t * At van een in- 
terval loodrecht op de tas en als hoogte de snelheid v(t) bijvoorbeeld aan het 
begin van een interval. Zie figuur 4.2. 

Omdat de oppervlakte van een rechthoekje in grootte gelijk is aan de met 
een constante snelheid v(t) in het tijdsinterval [t, t+ At] afgelegde weg, geeft 
de oppervlakte onder de trapfunctie een benadering van de totaal afgelegde 
weg van het voorwerp. Door het aantal tijdsintervallen zeer groot te kiezen, 
wordt de lengte Af van een willekeurig tijdsinterval zo klein, dat de snelheid 
slechts weinig tijdens het tijdsinterval zal variëren. Hoe kleiner Аб hoe klei- 
ner de fout die we daarbij maken. In de limiet voor At — 0 wordt de som 
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пр ТШЕ 


js Bec en de reach van de snel 
naf t = 0 tot het tijdstip t = 5. Bereken ded 


D 
5 s door het berekenen van de oppervlakte onder de 
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Lu ; E 
É A uA re Т K ^ 
TN Кы; M ЕИ ПАРКЕР 


Het aantal benodigde 
SBU's is, als deze stof 
helemaal nieuw voor 
је is, ongeveer 14. 


Natuurlijk willen we niet voor ieder probleem de oppervlakte gaan bepa- 
len op de manier zoals in de praktijksituatie, In deze leereenheid leren we 
door het zogenoemde primitiveren van functies, zoals v uit het praktijk- 
voorbeeld, op een andere manier snel een oppervlakte onder de grafiek te 
bepalen. Het begrip ‘oppervlakte’ gebruiken we vooral als we echt de opper- 
vlakte onder een kromme willen weten. Bijvoorbeeld bij het bepalen van de 


oppervlakte van een ellips. 


аА 


Opdracht 


Riemannsom 


4.1.1 De bepaalde integraal 


In de vorige paragraaf zijn we uitgegaan van de snelheidsfunctie v. Maar wat 
af te leiden is voor deze functie, kan natuurlijk op eenzelfde manier voor een 
willekeurige continue, positieve functie f op een interval [a, P]. Allereerst 
verdelen we weer het interval [a, b] in n gelijke deelintervallen. 


Wat wordt de lengte van zo'n deelinterval, uitgedrukt in a, b en n? 


De oppervlakte O,, „ onder de grafiek van de functie f en boven het interval 
[a, b] kunnen we dan benaderen door de som van de oppervlakten van de 
rechthoekjes boven de intervallen [x;, x; + Ax]. Zo’n rechthoekje heeft als 
basis Ax; voor de hoogte nemen we een functiewaarde f(x,) van een punt x, 
uit het K-de interval. De som van al die rechthoekjes is dan: 


2. f(x) - Ax [ 


Figuur4.3 Een benadering van de oppervlakte van het gebied onder de grafiek van f, 
boven het interval [a, b] 


> Үү 


De som uit [1] wordt de Riermannsom van f op [a, b] genoemd. Als we conse- 
quent de functiewaarde aan het begin van de deelintervallen gebruiken, dan 
spreken we van de 'linker'-Riemannsom. Zie figuur 4.3. Evenzo spreken we 
van de ‘rechter’-Riemannsom als we consequent de functiewaarden aan het 
einde van de deelintervallen gebruiken. Laten we het aantal deelintervallen 
n onbeperkt toenemen, dan zal de lengte Ax van de deelintervallen steeds 
kleiner worden en zal de som in de limiet voor п — œ gelijk worden aan 

W 


a,b* 
n 


O,,- lim У fx): Ax 
nee kel 

In figuur 4.4 wordt geïllustreerd dat bij een toenemend aantal rechthoekjes 
de som van de oppervlakten van de rechthoekjes steeds meer nadert tot de 
oppervlakte onder de grafiek van de functie. Dit is de essentie van het be- 
paald integreren en wordt kernachtig samengevat in de volgende definitie: 
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| Definitie 


Riemannintegraal 
Bepaalde integraal 


integrand 


Ondergrens 
Bovengrens 


Integreren is het berekenen van de oppervlakte door de limiet van de Riemann- 
som te nemen. | 


Voor de limiet van de som gebruiken we als verkorte schrijfwijze het 
integraalteken: 


n 


b 
Оль = Е lim У fx) - Ax 
kel 


ne 


Het integraalteken f is een uitgerekte letter s, en stelt symbolisch de som van 
een oneindig aantal termen voor. Omdat de integraal gelijk is aan een be- 
paalde waarde, namelijk de oppervlakte onder de grafiek van de functie, 
spreken we van een Riemannintegraal of van een bepaalde integraal. 


b 
In [roo dx heet: 


— f(x) de integrand, 
— xde integratievariabele of de variabele waarnaar geïntegreerd wordt. De in- 
tegraal is voorzien van de grenzen van het interval, in het bijzonder geeft 


a de ondergrens en b de bovengrens van de integraal. 


den kunnen berekenen. Om nu snel een getalswaarde te kunnen bepalen, 


t 
We weten nu hoe we een oppervlakte kunnen definiëren en hoe we die zou- 
4.1 De bepaalde en onbepaalde integraal 343 
| 
| 
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gaan we niet verder aan de Riemannsom sleutelen, maar gooien het over een 
heel andere boeg. 

We beginnen met de vaste bovengrens P variabel te nemen. Dat geven we 
aan door x als bovengrens te gebruiken, en niet b. De oppervlakte O, , die 
begrensd wordt door de grafiek van f, de X-as en en de rechten loodrecht op 
de X-as door a en x, is daarmee een functie van x. Om dit te benadrukken 
schrijven we О„(х) in plaats van O, ,: 


n 


O,(x)- lim 2 f(x) - Ax 


n- œ 


Zie het lichtgekleurde oppervlak tussen de rechten a en x loodrecht op de 
X-as in figuur 4.5. Hoe O, (x) verandert als x met Ax toeneemt, gaan we bekij- 
ken aan de hand van het differentiequotiént van O, (x). 


AO 
Het differentiequotiént is gelijk aan: DM De teller AO, (x) geeft de toene- 
х 


ming van de oppervlakte onder de grafiek als we de bovenste grens х met een 
kleine waarde Ax laten toenemen. Dit is de oppervlakte van het gebied be- 
grensd door de grafiek van f, de X-as en de rechten door x en x + Ax lood- 
recht op de X-as. Zie het donker gekleurde oppervlak in figuur 4.5. 


Om de oppervlakte van dit gebied te berekenen, gebruiken we het recht- 
hoekje boven [x, x + Ax] met basis Ax en hoogte f(x). Hoe kleiner Ax, hoe 
kleiner de fout die we daarbij maken. In de limiet voor Ax — 0 geldt dan: 


MOKE)  -— ji ei I: 
— — = lim ——— —— 
Ax—0 x Ax—0 


dO, (x) 


of: te O 


Dit is een opmerkelijke uitdrukking. Hier staat namelijk dat de afgeleide van 
O, (x) gelijk is aan de functie f. We zullen daarvan gebruikmaken om O,(b) te 
berekenen. 


= [(х) 
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Stel F(x) is een functie met de eigenschap dat de afgeleide ervan gelijk is aan 
f (х). Als Р(х) deze eigenschap heeft, dan heeft F(x) + C, waarbij C ееп wille- 
keurige constante is, deze eigenschap ook. Immers, de afgeleide van een con- 
stante is gelijk aan nul: 


d 
dx (F(x) + C) = F' (x) = f(x) 


Een functiewaarde O, (x) kunnen we dus noteren door: 
O, (x) = F(x) + С 


Nu stelt O, (x) de oppervlakte voor onder de grafiek van f boven het interval 
[а, x]. Voor x = а is de oppervlakte gelijk aan nul. Dus: 


О. (a) ^ F(a) - C -0 | 


Hieruit volgt: C = —F(a). Substitutie van C = -F(a) in de gevonden vergelij- 
king voor O, (x) geeft dan: 


O, (x) = F(x) – F(a) 
Voor x = b volgt nu: 


b 


Os(b)= О f(xidx = Fib) — Ка) 
hoofdstelling van de Voorgaande uitdrukking staat bekend als de hoofdstelling van de integraalreke- 
integraalrekening ning. Het geeft ons de manier om een bepaalde integraal te berekenen. Eerst 


berekenen we F(x), vervolgens substitueren we hierin de grenzen a en b, en 
ten slotte nemen we het verschil F(b) — F(a). Hoe we aan F(x) moeten komen, 


zien we in de volgende paragraaf. 


Opdracht 3 In de opdracht van de praktijksituatie werd gevraagd om de oppervlakte onder de gra- 
fiek van v(t) = 40 + 10tte bepalen boven het interval (0, 5]. Deze oppervlakte was de 
afgelegde weg van een voorwerp in vijf seconden. Dit kunnen we veel sneller met be- 


hulp van een functie s(t) waarbij 5'(0 = 40 + 10t. 

Ga na dat s(t) de afgelegde weg in t [s] is van een voorwerp dat beweegt met een een- 
parig versnelde beweging met beginsnelheid 40 m/s en een versnelling 10 m/s?. Zoek 
de functie s(t) en bereken s(5) — 5(0) en vergelijk dit antwoord met het antwoord uit 


de praktijksituatie. 
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gaan we niet verder aan de Riemannsom sleutelen, maar gooien het over een 
heel andere boeg. 

We beginnen met de vaste bovengrens P variabel te nemen. Dat geven we 
aan door x als bovengrens te gebruiken, en niet b. De oppervlakte O, , die 
begrensd wordt door de grafiek van f, de X-as en en de rechten loodrecht op 
de X-as door a en x, is daarmee een functie van x. Om dit te benadrukken 
schrijven we O, (x) in plaats van O, ,: 


pa 


n 


O,(x) x lim 2 IEN - Ax 


n- e 


Zie het lichtgekleurde oppervlak tussen de rechten a en x loodrecht op de 
X-as in figuur 4.5. Hoe O, (x) verandert als x met Ax toeneemt, gaan we bekij- 
ken aan de hand van het differentiequotiént van О, (х). 


AO (x) 


Het differentiequotiént is gelijk aan: . De teller AO, (x) geeft de toene- 
ming van de oppervlakte onder de grafiek als we de bovenste grens x met een 
kleine waarde Ax laten toenemen. Dit is de oppervlakte van het gebied be- 
grensd door de grafiek van f, de X-as en de rechten door x en x + Ax lood- 
recht op de X-as. Zie het donker gekleurde oppervlak in figuur 4.5. 


Om de oppervlakte van dit gebied te berekenen, gebruiken we het recht- 
hoekje boven [x, x - Ax] met basis Ax en hoogte f(x). Hoe kleiner Ax, hoe 
kleiner de fout die we daarbij maken. In de limiet voor Ax — О geldt dan: 


40,@)_ A f()-AQ) 


li = 
Ден Xx Ax—0 Ax feo 
, 40,00 
ОС сз is fo) 


Dit is een opmerkelijke uitdrukking. Hier staat namelijk dat de afgeleide van 
О (x) gelijk is aan de functie f. We zullen daarvan gebruikmaken om O,(b) te 
berekenen. 
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Stel F(x) is een functie met de eigenschap dat de afgeleide ervan gelijk is aan 
f(x). Als Р(х) deze eigenschap heeft, dan heeft F(x) + C, waarbij C een wille- 
keurige constante is, deze eigenschap ook. Immers, de afgeleide van een con- 
stante is gelijk aan nul: 


d 
— (F(x) + C) = F' (x) = f(x) 
dx 


Een functiewaarde O, (x) kunnen we dus noteren door: 
O, (x) = F(x) + С 


Nu stelt O, (x) de oppervlakte voor onder de grafiek van f boven het interval 
[a, x]. Voor x = a is de oppervlakte gelijk aan nul. Dus: 


O, (a) = F(a) - C-0 


Hieruit volgt: C = —F(a). Substitutie van C = —F(a) in de gevonden vergelij- 
king voor O, (x) geeft dan: 


O, (x) = F(x) — F(a) 
Voor x — b volgt nu: 


b 


| 
d 
| 
| 
| 
| 
| 


о) = E f(x)dx = F(b) — F(a) 
fdstelling van de Voorgaande uitdrukking staat bekend als de /ioofdstelling van de integraalreke- | 
— egraalrekening ning. Het geeft ons de manier om een bepaalde integraal te berekenen. Eerst j 


berekenen we F(x), vervolgens substitueren we hierin de grenzen a en b, en ii 
ten slotte nemen we het verschil F(b) — F(a). Hoe we aan F(x) moeten komen, 
zien we in de volgende paragraaf. 


Opdracht 3 In de opdracht van de praktijksituatie werd gevraagd om de oppervlakte onder de gra- 
fiek van v(t) = 40 + 10tte bepalen boven het interval [0, 5]. Deze oppervlakte was de 
afgelegde weg van een voorwerp in vijf seconden. Dit kunnen we veel sneller met be- 
hulp van een functie s(t) waarbij s'(t) = 40 + 10t. 

Ga na dat s(t) de afgelegde weg in t [s] is van een voorwerp dat beweegt met een een- 
parig versnelde beweging met beginsnelheid 40 m/s en een versnelling 10 m/s?. Zoek 
de functie s(t) en bereken s(5) — s(0) en vergelijk dit antwoord met het antwoord uit 
de praktijksituatie. 
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Voorbeelden 4.1 
3 


1 Bereken Je 1)dx. 
-1 


Oplossing: 


3 


Met IL + 1)dx berekenen we de oppervlakte onder de grafiek en 


-1 


bovende X-as van de functie f(x) = x + 1 tussen x= — 1епх = 3. 
We schetsen het oppervlak (zie figuur 4.6) en zien dat het gaat om een 
rechthoekige driehoek met basis 4 en hoogte 4. De oppervlakte is 


1 1 
dusgelijk aan 2 b.h- 2 4.4—8 en dus geldt ook: 
3 


Je 1)dx = 8 
-1 


Figuur 4.6 De oppervlakte onder de grafiek van de functie 
f(x) =x +1 en boven de X-as, tussen x = -1 en x -3 


ү 4 


4 


2 Bereken | 3dx. 
2 


Oplossing: 
а iv 
Met | Зах berekenen we de oppervlakte onder de grafii 


2 


functie f(x) = З en boven de X-as, tussen x = 2 en x = 4. We sch: 
oppervlak (zie figuur 4.7) en zien dat het gaat om een rechtho 
afmetingen b = 2 en h = 3. De oppervlakte is dus gelijk aan Р.Л 
en dus geldt ook: 


| 
Vraagstukken 4.1 Bereken de volgende bepaalde integralen door gebruik te maken van het oppervlak 
onder de grafiek van de functie. Schets het oppervlak en bereken de grootte ervan. 


-2 6 | 
а [max c [| +29, І Í 
-4 4 
2 7 
b IE d Гато 
о 5 
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4.2 


Primitieve functie 


Integratie-constante 


Onbepaalde integraal 


Van de functies f uit het vorige vraagstuk, waarvan de bepaalde integraal bepaald 
moet worden, zijn de bijbehorende oppervlakte-functies achtereenvolgens: 

1 F%=7x— lix? 

2 F(x) = 5x 

3 FX) = 5х + x? 

4 F(x) = 1х2 + 10х 

Controleer voor elk van deze F(x) dat je door naar x te differentiëren de corresponde- 
rende functies f(x) uit vraagstuk 4.1 terugkrijgt. 

Bereken nogmaals de bepaalde integralen uit vraagstuk 4.1 door steeds de grens- 
waarden in F(x) te substitueren en het verschil te nemen. Vergelijk de uitkomsten met 
die uit vraagstuk 4.1. 


4.1.2 De onbepaalde integraal 


Gegeven een functie f. Een functie F waarvan de afgeleide gelijk is aan f, 
noemen een primitieve functie van f. Fis dus een primitieve van f als geldt: 


к= 
differentiéren 
Schematisch weergegeven: F A 5 Jr. 
^ integreren “ 


Stel bijvoorbeeld f(x) = x?, dan is een primitieve van f(x) gelijk aan 1x?, om- 
dat we 3x? moeten differentiëren om x? te krijgen. 


differentiéren d 
pe 2 x? 
^ integreren “ 


Integreren is dus het tegenovergestelde van differentiéren! Is F een primitieve 
functie of kortweg een primitieve van een functie f, dan is ook F + C, waarin 
C een willekeurige constante is, een primitieve van f, immers: 


(E(x) + C)' = F'(x) = f(x) 


Er bestaan bij een functie f dus oneindig veel primitieve functies die zich 
van elkaar onderscheiden door een constante, de integratie-constante. 

Om de verzameling van alle primitieven weer te geven, gebruiken we weer 
het integraalteken, maar nu zonder grenzen: 


J f(x)dx 


We noemen f f(x)dx de onbepaalde integraal van f. Door eenvoudig de 
standaardafgeleiden van de differentiaalrekening om te keren, verkrijgen we 
de standaard- of stam-integralen van de integraalrekening: 
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1 
ЕЕ 


4 fsinxdx--cosx4C 
5 feosxdx=sinxt+C 2% 
6 f[tanxdx- -ln |соѕх|+ С 


f cot x dx = In [sin x| +С 


1 
7 | z dx=tanx+C 
cos? x 


1 
8 [> 5 dx= —cotx4 C 
sin? x 


9 fe'dx-e*4C 


ах 
10 Је = +C  (ainR*) 
Ina 


1 


m 


1 x 
Í dx = arcsin B +C 
„/а2 х2 а 


ка 


Opdracht 


cirkelintegraal 


Opdracht 


Rekenregels voor 
primitiveren 


4 


5а 


Controleer van voorgaande lijst standaardintegraal 11: 


1 EE AX: 
J -= dx - arcsin | - | + € 
Ja?- x? a 
door de opgegeven primitieve te differentiéren en uit te werken totdat de integrand 
ontstaat. 


Door de gewenste waarde van a in de formules in te vullen, kunnen we de 
primitieve bij die waarde van a vinden. Formule 14 geeft de primitieve van 


f(x) = Va? — х?, de functie die de cirkel met middelpunt in de oorsprong en 
straal a in het eerste en tweede kwadrant beschrijft. Deze integraal wordt dan 
ook wel de cirkelintegraal genoemd. 


Maak een tekening waaruit blijkt dat een cirkel met straal 4 en met middelpunt in 
4 


de oorsprong een oppervlakte heeft van: d У16 — x? dx 
-4 


Bereken vervolgens deze oppervlakte door met de primitieve Kx) van /16 — x?de 
waarde 2(K(4) — K-4)} te berekenen. 


In veel gevallen moeten we speciale technieken gebruiken om een primitieve 
te kunnen vinden. We gaan daar in leereenheid 4.2 nader op in. Er zijn zelfs 
functies waarvan een primitieve niet in elementaire functies is uit te druk- 
ken, bijvoorbeeld f(x) = х* еп f(x) = e^* (een functie die een rol speelt bij de 
normale verdeling uit de statistiek). In deze gevallen zijn we genoodzaakt 
numerieke methoden toe te passen. Dat komt in leereenheid 4.3 aan de orde. 


Wat doen we nu als we de primitieve van x? + 3* willen bepalen? Beide func- 
ties afzonderlijk komen in de lijst voor, maar de som ervan niet. De oplos- 
sing is het zelfde als bij het differentiéren: primitiveer de functies één voor 
één. 

Dat levert op: 


A 


In 3 


Гоз зза- [art ESCHER +C 


Als f en g functies zijn die een primitieve bezitten, dan geldt dat: 
SAFC) + о(х))ах = f f(x)dx + f g(x)dx 

Л) — gG9)dx = f f(x)dx — f g(x)dx 

en: 

f e f(x)dx = с. f f(x)dx 
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Vraagstukken 


4.3 


4.4 


4.5 


4.6 


4.7 


^ A fet, fei 


з u 


Voorbeeld 4.2 


5 E 
Bepaal: E >=! 
P | (ses "Së 


Beide functies komen in de lijst van standaard! 
bij 2 en bij 13 (met a = 2): 


Gegeven: f(x) = 5x? — 6x + 3. Is de volgende bewering juist? 
X 3 
F(x) — SC 3x? + Зх is een primitieve van f. 


Gegeven: f(x) = /1 + х. Is de volgende bewering juist? 


1 
Е(х) = + 100 is een primitieve van f. 
VAE В 


Gegeven: f(x) = cos x — x cos х. Is de volgende bewering juist? 


F(x) = x sin x + Cis een primitieve van f. 


Gegeven: f(x) = хе“. Is de volgende bewering juist? 


F(x) = —xe* — e-*is een primitieve van f. 


Bepaal met behulp van de lijst van standaardintegralen de primitieve Fbij de volgende 
functies f: 


1 
7* NEC 

7 8 
x? + 18 sinx j OPT 
5х! — 800 k 1-sinx 
„Лоо - x? | 


(100 — х2)-05 m x4 Vx 
20 tan x B BESCH Ei xi 
3 sin x + 4 cos x о 2х 


goo 


4.1.3 Het berekenen van bepaalde integralen 


In deze paragraaf geven we een aantal rekenregels en toepassingen van de 
bepaalde integraal. 


x) 
Regels voor bepaalde Als f een primitieve F heeft, dus als = f(x), dan is volgens de hoofdstel- 


SUIS ling van de integraalrekening de bepaalde integraal gelijk aan: 


b 


| f(x)dx = F(b) — F(a) 


Als a = b, dan is: 


[ rwar- ңа) — Ка) = 0 [1] 


o 


Rekenregel | 


Opdracht 6 Verklaar dit resultaat ook meetkundig aan de hand van de oppervlakte onder de 
grafiek. 


Een andere rekenregel is: 


Rekenregel 5 a 
| | f(x)dx = F(b) — Еа) = —(F(a) — F(b)) = f f(x)dx [2] 
a b 


Ook geldt altijd: 


с с 


b 
Гоха [ rwar- [wax [3] 


Rekenregel | 
b a 


Opdracht 7 Verklaar dit resultaat ook meetkundig aan de hand van de oppervlakte onder de 
grafiek. 


Twee handige rekenregels, waarvan we de overeenkomstige regels bij het on- 
bepaald integreren al kennen, zijn: 


b b b 


Jus + ооа [max КТ [4] 


a a a 


Rekenregels 


b 


b b 
| [fœ) – &(х)]ах = | f(x)dx — | 8(х)ах [5] 


а 


еп: 


b b 
Е | гоа» e 
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Een verkorte, vaak gebruikte schrijfwijze voor bepaalde integralen is: 
b 


| f(x)dx = F(b) — F(a) = (FOOT, 


a 


Voorbeelden 4.3 


е 


5 
1 Bepaal: IC, 2x) dx 
X 
1 


Om de bepaalde integraal te bepalen, gebruiken we de hiervóór gegeven 
rekenregels en de lijst van standaardintegralen: 


[4 е е 


5 5 

ES dx= [ree faxar 
х х 

1 1 1 


е 


1 
-5 аг ха 
X 
1 


1 


А хае 
= 5 [10 x], + iz] 


1 
= S(In e In 1) - 20e? - 1) 2 4 e? 


We mogen natuurlijk ook “їп één keer’ de integrand 5/x + 2x integreren, 
vervolgens e en 1 invullen en de resultaten van elkaar aftrekken: 


e 


| (+) dx =[5 In х+х?] = (5 пе+е2) – (5 In 1+ 12)=4+е2 
х 


2, 


7 
2 Bepaal: UE 


2 
7 ze 2 
| (5e dx= 2|— | -* 7[In x], 
x 4 |, 
1 


29 т 
EE EE 1)=7,5+7 In 2 
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f 
| 
i 
f 
| 
| 


Opdracht 8 Bereken: 


o 


2 
3 
b J( -x) dx e [ze эа 
2 о 


а. joe 


De oppervlakte is altijd een positief getal. De bepaalde integraal is gedefini- 
eerd als de limiet van de Riemann-som, en die kan zowel positief als negatief 
zijn. Positief als de te integreren functie positief is, negatief als de te integre- 
ren functie negatief is. Gebruiken we de bepaalde integraal om de opper- 
vlakte te berekenen, dan moeten we in dat laatste geval de absolute waarde 
van de te integreren functie nemen. 


Voorbeelden 4.4 
1 Bereken de oppervlakte О onder de grafiek van f(x) = x? — 2x tussen x = -1 
en x = 4. Zie figuur 4.8. De functie f(x) = x? — 2x = x(x — 2) heeft twee snij- 
punten met de X-as: x = 0 en x= 2. Tussen deze punten is de functie nega- 
tief. We moeten daar de absolute waarde nemen. Verder maken we gebruik 
van rekenregel 3. 
4 


4 о 2 
0 = [reta f zg: EET + Jr zeg 
-1 -1 0 2 


-[]x*-x?f" e [x3? - SEI Figuur 4.8 Grafiek van f(x) = x?- 2x 
op het interval [1,4] 


4 
+[3х%—х°?],= 


—14--134 63-91 
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-x? + 8x — 8 =x? — 6x + 12 ә 2x? — 14x 20205 
2(x — 2) (x — 5) = 0 — x = 2 of x = 5. Zie figuur 4.9. 


De oppervlakte van het door f en g ingesloten gebied is gelijk aan het ver- 
schil van de oppervlakte onder de grafiek van f(x) =-x? + 8x — 8 en de op- 
pervlakte onder de grafiek van g(x) = x? — 6x + 12. Om de oppervlakte te 


2 Bereken de oppervlakte O van het gebied dat wordt ingesloten door de gra- 
fieken van f(x) 7 -x?-- 8x — 8 en g(x)=x?— 6x + 12. 
Door de beide functies aan elkaar gelijk te stellen, vinden we de snijpunten: 
-] berekenen maken we gebruik van rekenregel 4: 


5 5 
O= [verma о-ва 
2 2 


5 H 


z | (-2x? + 14x — 20)dx = [- $3 7x?- 20x]) =9 


2 | 


Figuur 4.9 De grafieken van 
f(x) = -x?4 8x-8en g(x) = x? -6x« 12 


De oppervlakte van het gebied ingesloten door de grafieken van f en g, die 
elkaar snijden in de punten x =a en x = b met a < b en waarbij de grafiek van 


f in dat interval geheel boven die van g ligt, is gelijk aan: 


0- | {fo — 80)ах 


We hebben dit al toegepast in voorbeeld 4.4. 
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Bereken de oppervlakte die door de X-as wordt afgesneden van de parabool 
f(x) = —x? + 8x — 12. Teken eerst een figuur en geef daarin duidelijk aan om welk 


en bereken de oppervlakte onder de 


Teken de grafiek van f(x) = sin xen g(x) = cos xen bereken de oppervlakte die door 


Bereken de oppervlakte die wordt ingesloten door de horizontale lijn y = 2 en de func- 


tie f(x) = Je tussen х = 1епх = 4. Teken eerst de grafieken van beide functies en geef 


Vraagstukken 4.8 
oppervlak het gaat. 
1 
4.9 ` Teken de grafiek van de functie f(x) = 
4x? 
grafiek van de functie boven het interval van x = —2 tot x = 2. 
4.10 
de beide krommen wordt ingesloten. 
4.11 
daarin duidelijk aan om welk oppervlak het gaat. 
4.12 


Teken de grafieken van f(x) = x? — 5xen g(x) = 2x? — 6 in één figuur. Bereken ver- 


volgens de oppervlakte die door de beide krommen wordt ingesloten. 


4.13 De snelheid van een voorwerp langs een rechte lijn is v(t) = 2t + 1 [m/s]. Wat is de 
afgelegde weg van t — 1 tot t — 4? 


Georg Riemann (1826-1866) 


Zoals we reeds eerder vermeldden, werd met de 
differentiaal- en integraalrekening in de begin- 
jaren niet altijd even zorgvuldig omgesprongen. 
Vele onduidelijkheden zijn pas definitief door 
Georg Riemann weggenomen. Vandaar dat zijn 
naam verbonden is aan het integraalbegrip zoals 
we dat nu hanteren. 

Opmerkelijk is overigens dat het idee van ver- 
fijnde sommaties reeds bij de Grieken bekend 
was. Ruim tweeduizend jaar vóór de uitvinding 
van de differentiaalrekening werden de principes 
van de integraalrekening al toegepast (onder 
andere voor de bepaling van de oppervlakte van 
figuren). 

In tegenstelling tot geleerden als Leibniz, New- 
ton en Gauss was Riemann vrijwel uitsluitend 
wiskundige. Hij publiceerde weinig, maar wat hij 
schreef was steeds van baanbrekende betekenis. 
Zijn n-dimensionale meetkunde werd later door 
Einstein gebruikt als basis voor zijn relativiteits- 
theorie. 

Georg Riemann werd in 1826 geboren in Brese- 
lenz, een dorp in de buurt van Hannover, als 
zoon van een arme Lutherse dominee. Zijn eer- 
ste academische studie in Göttingen was theolo- 
gie en letterkunde, in overeenstemming met de 
wens van zijn vader. Van kindsbeen af voelde hij 
zich echter tot de wiskunde aangetrokken. Hij 
stopte ten slotte met de theologiestudie en ging, 
vanaf 1847 in Berlijn, verder in de wiskunde. 
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Twee jaar later keerde hij naar Göttingen terug 
en promoveerde daar in 1851 op een briljant 
proefschrift over functies met complexe getallen 
als definitiegebied, waarvoor hij de hoogste lof 
verwierf van niemand minder dan Gauss. 

In 1854 werd hij ‘privaatdocent’ (officieel, maar 
onbetaald leraar). 

Riemann is zijn leven lang lichamelijk zwak ge- 
weest. In 1862 kreeg hij een ernstige ziekte 
waarvan hij niet meer volledig herstelde. 

Een groot deel van zijn laatste jaren bracht hij 
om gezondheidsredenen in Italië door, waar hij, 
in 1866, aan tuberculose bezweek. 


TEN 


! Smesigenlijke integralen 


ШИШ 


4.1.4 Oneigenlijke integralen 


Oneigenlijke integralen zijn: 


bepaalde integralen van functies met een oneindige discontinuïteit in één 
of meer punten van het door de onder- en bovengrens aangegeven inter- 
val; 

bepaalde integralen op een onbegrensd interval. 


Door handig gebruik te maken van de limiet kunnen we nagaan of de be- 
paalde integraal bestaat. We geven enkele voorbeelden. 


Voorbeelden 4.5 


1 


We willen nagaan of de be- 
paalde integraal van de functie Figuur 4.10 Het eindige oppervlak onder 
de grafiek van f(x) E 


1 
f(x) =— tussen x=Oenx=4 
F 


bestaat. Zie figuur 4.10. 


Omdat de functie voor x= 0 
niet is gedefinieerd, definiëren 
we deze oneigenlijke integraal 
als: 


1 


EE ES 


о 


We vinden dan: 
4 
1 1 
| —= dx = lim —=@х 
JR 5 co 
о а 
4 
= lim [2] 
«alo а 


= lim (2/4 -2/a) 


1 D D 07 
Hoewel de functie f(x) = SR een oneindige discontinuiteit heeft voor 


x — 0, heeft het onbegrensde oppervlak onder de grafiek van f boven het 
interval (0,4] toch een eindige oppervlakte. We zeggen in zoin geval dat de 


oneigenlijke integraal convergeert. 
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| -— 


——————————————— wb» т 


keng 


2 We onderzoeken nu de opper- 


vlakte onder de grafiek van de Figuur 4.11 Het oneindig grote oppervlak den 
onder de grafiek van f(x) =} E 


1 
functie f(x) = b boven het in- 


terval (0, 4]. Zie figuur 4.11. M 
We vinden dan: 
4 4 
1 1 3 
— dx = lim — dx 
x alo x 
0 a 2 
4 
= іт [In zl. 
«ilo TR. f 
=lim (In 4 — In a) 
alo 
= foo! О 1 2 3 4 X 


In dit geval heeft het onbegrensde oppervlak tussen de grafiek van f boven 
(0, 4] dus geen eindige oppervlakte, met andere woorden: de oneigenlijke 
integraal bestaat in dit geval niet. We zeggen dan dat de oneigenlijke inte- 
graal divergeert. 


3 We onderzoeken nu de opper- 
vlakte onder de grafiek van de Figuur 4.12 De grafieken van f(x) -len de 

1 g(x) = ут voor'x» 0 

functie f(x) = xi vanaf x= 1 


boven de gehele positieve X-as. 
Zie figuur 4.12. 10 
We definiéren de oneigenlijke 


integraal als: 9 
eo B 6 
—dx- lim — dx 
5° reen dl 292 4 79 
1 1 
f 
We vinden dan: 2 
- 0 
1 0124 о Ge As 
zz dx= lim ek 
х в—› = 


E )|]- 


De oneigenlijke integraal convergeert. 
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Wraagstuk 


4.14 


4 We onderzoeken nu de oppervlakte onder de grafiek van de functie 


1 
f(x)- S vanaf x= 1 boven de gehele positieve X-as. Zie figuur 4.12. 
< в 
1 e 1 : в 
xdx- lim | =ах= Jum (In 50], sn. [In B - In Uleies? 


B> = 


1 


De oneigenlijke integraal divergeert; de oppervlakte is oneindig groot. 
b 


Teken de grafiek van f en bereken | f(x) dx als: 


a 


NX 


1 
ооо den LO = => а a=1,b= xen f(X) = - 


е а= –2, Б = оеп f(x) = 


1 
а= 1, Б = оеп f(x) = — 
D'A x? 14x? 


a = -%,b = Oen f(x) = e* 


4.1.5 Het gebruik van computeralgebra 


In de voorafgaande paragrafen hebben we gezien dat de Riemannsom een 
benadering geeft van de oppervlakte onder de grafiek van een functie. De 
methode staat bekend als de (herhaalde) rechthoekregel of de methode van 
Euler. Bij de volgende computeralgebra-opdrachten maken we gebruik van 
de routines die hierna zijn weergegeven. Het zijn plot-routines (Derive, 
Maple) voor het tekenen van de rechthoekjes en rekenroutines (Derive, Maple, 
Mathematica) voor de berekening van de bijbehorende Riemannsommen. 


Derive 
Definieer eerst de functie. Bijvoorbeeld: f(x) :=1-x. 
Met de plot-routines PL kunnen we de rechthoekjes bij de linker-Riemann- 


som plotten: 


PL(a,b,n); =APPEND (VECTOR ( 
[Га + (k-1)*(b-a)/n,0], 
[а + (к-1) * (b-a) /n, £ (a + (k-1)*(b-a) /п)], 
[а k* (b-a) /n, # (а + (k-1)*(b-a) /n)], 
[a + k* (b-a) /n,0]]; k,1,n)) 


Ga als volgt te werk om bij de gegeven functie op het interval [0,1] drie 
rechthoekjes te plotten bij de linker-Riemannsom. Gebruik Author om de 
opdracht PL (0,1,3) in te voeren. Geef Simplify. Het resultaat is een matrix 
met de hoekpunten van de rechthoekjes. Geef vervolgens twee maal Plot om 
de hoekpunten te plotten. Geef ten slotte Options — Display — Points — 
Connect om de hoekpunten te verbinden. 

Om de rechthoekjes bij de rechter-Riemannsom te tekenen, moeten we het 
argument van de functie f in de routine veranderen in: 

f(a-- k* (b-a) /n). 
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De linker-Riemannsom kunnen we berekenen met de routine: 


L(a,b,n):— 
(b-a)/n*SUM(f(a- (k-1)*(b-a)/n),k,1,n) 


Met L(0,1,3) vinden we dan de linker-Riemannsom behorende bij de 
rechthoekjes. Om de rechter-Riemannsom te berekenen, moeten we het ar- 
gument van functie f in de routine veranderen in: 

f(a-tk*(b-a)/n). 


e remma marsen 


СӘ Maple 
In Maple hoeven we niet zelf te ‘programmeren’. In het pakket student zijn 
beschikbaar Leftbox еп rightboxom de rechthoeken te tekenen en 
leftsumen rightsumom de linker- en rechter-Riemannsom te berekenen. 
Om bijvoorbeeld bij de functie f(x) = 1 — x op het interval [O, 1] drie recht- 
hoekjes bij de linker-Riemannsom te plotten en de bijbehorende Riemann- 
som te berekenen, geven we de commando's: 


>#:=1-х; 
»with(student); 
»leftbox(f,x-0..1,3); 
»leftsum(f,x-—0..1,3); 
>evalf(%); 


Mathematica 
We geven de volgende rekenroutine om de linker-Riemannsom te bereke- 
nen: 


Riemann[f ‚a ‚b ‚nl: = 
(b-a) /n*Sum[f [a + (k-1)*(b-a)/n]l,{k,1,n}1//N 


Om de rechter-Riemannsom te berekenen, moeten we het argument van de 
functie f in de routine veranderen in: £ [a + k* (b-a) /n]. 


Integralen die we hiervoor vaak met enige moeite hebben berekend, blijken 
met een computeralgebrapakket gemakkelijk te bepalen. Voor Derive, Maple 
en Mathematica geven we de belangrijkste commando's. (Zie tabel 4.1.) 
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Vrzaagstukken 


4.15 


4.16 


4.18 


4.19 


4.20 


n 


опо со 


Gegeven de oppervlakte onder de grafiek van de halve cirkel in het eerste en tweede 
kwadrant met middelpunt in de oorsprong en straal 1. De functie die de halve cirkel 


beschrijft is: f(x) = /1 — х2, waarbij x in (-1,1) 


Plot de grafiek van f. 

Plot met de plotroutine voor n — 4, 8 en 100 de rechthoekjes van de linker- en de rech- 
ter-Riemannsom waarmee de oppervlakte benaderd kan worden. 

Bereken voor deze waarden van n de Riemannsom met behulp van de rekenroutines. 
Bereken ten slotte met een computeralgebrapakket de exacte waarde van de bepaalde 
integraal. 


Gegeven de functie f(x) = x? — x? – x + 2vanx = -1totx = 2. 

Plot de grafiek van f. 

Plot met de plotroutine voor een aantal toenemende waarden van n de rechthoekjes 
van de linker- en de rechter-Riemannsom onder de grafiek van de functie. 

Bereken de Riemannsommen voor deze waarden van n. 

Bereken ten slotte met een computeralgebrapakket de exacte waarde van de bepaalde 
integraal. 

Gegeven de twee functies: f(x) — /х+2 en g(x) = х2 } 

Plot de grafieken van f en g van x = -4tot x = 12. 

Plot met de plotroutine de rechthoekjes bij de linker- of de rechter-Riemannsom onder 
de grafiek van x — 1 tot x — 2 voor een aantal toenemende waarden van n. 

Bereken de Riemannsom van f en van g voor deze waarden van n. 

Bereken ten slotte de exacte waarde van beide bepaalde integralen met behulp van 
een computeralgebrapakket. 

Kun je iets zeggen over de snelheid waarmee bij toenemende waarden van n de Rie- 
mannsommen van f, vergeleken met die van g, naderen tot de exacte waarden? Heb 


je daar een verklaring voor? 


Gegeven de twee functies: f(x) — 1 en g(x) = x? 


+x? 
Plot de grafieken van f en g. 
Bereken de snijpunten van f en g. Noem de kleinste a en de grootste b. 
Plot de beide functies, en ga na welk gebied door de beide functies wordt ingesloten. 
Bereken de linker- of de rechter-Riemannsom van f — g voor een aantal toenemende 
waarden van n. 
Bereken de exacte waarde van de oppervlakte van het gebied dat f en g insluiten met 
behulp van een computeralgebrapakket. 

1 
Gegeven de functie f(x) JR : 


Plot de grafiek van f. 
Plot met de plotroutine de rechthoekjes van de rechter-Riemannsom onder de grafiek 


van x = 0 tot x = 4 voor een aantal waarden van n. 

Bereken de Riemannsom van f voor een aantal opklimmende waarden van n. 
Bereken ten slotte de exacte waarde van de bepaalde integraal met behulp van een 
computeralgebrapakket. Zie ook voorbeeld 4.5-1 in paragraaf 4.1.4. 


1 
ех 
Gegeven ае bepaalde oneigenlijke integraal | v dx. Plot de grafiek van de 
X 
о 


te integreren functie. Om een benaderde waarde van de integraal te berekenen, 
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{ 
1 


maken we gebruik van een 'glijdende stap'. Bereken eerst de integraal voor het interval 
[0,1; 1]. Vervolgens voor het interval (0,01; 0,1], dan voor [0,001; 0,01], enzovoort. 
Ga hiermee door als de bijdragen aan de benadering nog significant zijn. Ga ten slotte 
na wat het pakket geeft als waarde van de integraal. 


4.21 De integraal uit vraagstuk 4.20 is door substitutie van t — „х te schrijven als: 
1 


| Zei" dt (ga па! en plot de grafiek van de te integreren functie), zodat 
о 


de functie op het interval begrensd blijft. Bereken de integraal met een computer- 
algebrapakket en vergelijk de uitkomst met de uitkomst uit vraagstuk 4.20. 


4.22 a Een voorwerp valt van een hoogte h = 125 m naar beneden. De snelheid van het 
voorwerp wordt op een willekeurig tijdstip t gegeven door de formule: v(t) = g - t, 
waarbij 9 = 10 m/s? de versnelling van de zwaartekracht is. 

Bereken de afgelegde weg van het voorwerp na 2 s door gebruik te maken van de 
2 


bepaalde integraal: s(2) = | v(t) dt 
о 


b Om de afgelegde weg van het voorwerp als functie van de tijd te berekenen, kiezen we 
de variabele t als de bovengrens van de integraal. Daarom kiezen we als integratie- 
variabele een andere variabele, bijvoorbeeld u: 

t 


v(u) = д. u. De integraal heeft dan de vorm: s(t) = | v(u) du. Bereken de 


о 


afgelegde weg van het voorwerp als functie van de tijd. 

с Door s(t) gelijk te stellen aan 125, kan de tijd berekend worden die het voorwerp no- 
dig heeft om de grond te bereiken. Bereken die tijd. 

d Het voorwerp wordt nu met een snelheid у, van 10 m/s in horizontale richting van de 
hoogte van h = 125 meter weggeworpen. In c is de tijd berekend die het voorwerp 
nodig heeft om de grond te bereiken. 

De snelheid van het voorwerp is op een willekeurig tijdstip t in horizontale richting vo 
en in verticale richting g - t. De grootte van de snelheid wordt dan gegeven door de 


formule: v(t)= Jv + (g - t)? 


Bereken de lengte van de weg die het voorwerp langs zijn baan aflegt tot het de grond 
bereikt. 


Samenvatting 


In deze leereenheid staat centraal de definitie van de oppervlakte onder de 
grafiek van een functie. Dit gebeurt door eerst de oppervlakte te benaderen 
door de sommatie van de oppervlakten van rechthoekjes, de Riemannsom. 
Vervolgens wordt door de limietovergang naar een onbegrensd aantal recht- 
hoekjes de som gelijk aan de oppervlakte van het gebied onder de grafiek van 
de functie. Met de definitie van de som definiëren we tegelijk de bepaalde 
integraal van de functie. Uit de definitie van de bepaalde integraal van een 
functie is af te leiden dat integreren en differentiëren elkaars omgekeerde 
bewerkingen zijn. Zo wordt de ‘primitieve! in het engels 'antiderivative' 
genoemd. 
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Een belangrijke conclusie wordt vastgelegd in de hoofdstelling van de inte- 
graalrekening. Met een lijst met standaardintegralen is het mogelijk een 
groot aantal integralen te bepalen. 


Toets 


2 
Bewering: | (—}х + 2) ах = 4. Is deze bewering juist? 
о 


1 
2; 

Bewering: | J1-x? SE 
о 


Is deze bewering over een gedeelte van de oppervlakte van een cirkel juist? 


Gegeven: | (x? 3х+ 5) dx» 12 


о 


Bewering: а = 2. 15 deze bewering juist? 
6 

Gegeven: | (x? — bx + 5) ах = 48 
о 


Bewering: b = 3. Is deze bewering juist? 
27 27 


Bewering: ] sin x dx = | cos x dx. Is deze bewering juist? 
о о 


27 2T 


Gegeven: Js: xdx- | cos? x dx en sin? x + cos?x = 1 
о 


о 


2m 27 


Bewering: | sin? x dx = | cos? x ах = 1. Is deze bewering juist? 
о о 


1 


1 
Bewering: de oneigenlijke integraal ] ——7 convergeert. 
PE 


Is deze bewering juist? 
d lijk 1 | 1 rt 
Bewering: de oneigenlijke integraa convergeert. 
g деп! 9 Jk fe 


Is deze bewering juist? 
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9 Bereken de volgende integralen: 


5 
J (5-522). 
X 


v 


A 


1 
J C 4- x? sin a) dx (а constant) 
X 


a b 
————— + —— |dx (а, b constant) 
(1—x2) sin? x 


1 
| (mem x) dx 


10 Bereken de volgende integralen: 


Ф 


1 


а [aren 


0 


4 


b | (5+2х)2ах 
=2 


1 


C еа 
0 


1 
d ING — x?) dx 
=1 


i UE х2 S 
D 


11 Gegeven een vierkant met zijden gelijk aan 1. Een cirkel heeft zijn middelpunt in het 
midden van één van de zijden. De straal van de cirkel wordt zo gekozen, dat de cirkel 
het vierkant in twee delen met gelijke oppervlakten verdeelt. Probeer met een 
computeralgebrapakket de straal van de cirkel te vinden. De straal blijkt iets groter dan 
} te zijn. 
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Het aantal benodigde 
SBU's, als deze stof 
helemaal nieuw voor 


jeis, is ca. 10. 


Als in de voorafgaande leereenheid een functie geintegreerd moest worden, 
dan was de functie steeds terug te vinden in de lijst van standaardintegralen. 
Er is echter maar een beperkt aantal functies waarbij dit mogelijk is. Is de 
functie niet in de lijst terug te vinden, dan kunnen we proberen of we op de 
één of andere manier de functie toch kunnen integreren. Dit blijkt meestal 
niet zo eenvoudig. Er zijn geen algemene regels zoals bij het differentiéren 
hoe te handelen bij een product of een quotiënt van functies, of bij een func- 
tie die weer is samengesteld uit meerdere functies. Wat we wel kunnen doen, 
is proberen de integraal terug te brengen tot één van de standaardintegralen. 
Er bestaat daarvoor een aantal methoden. Daarvan bekijken we in deze leer- 
eenheid de substitutiemethode, de methode met partiële integratie en een 
methode waarbij we gebruikmaken van breuksplitsing. 


" 


Praktijksituatie 

In de vorige leereenheid hebben we gezien dat als van een voorwerp de snel- 
heid als functie van de tijd bekend is, we de weg die het voorwerp aflegt, kun- 
nen berekenen door de snelheid te integreren. 

Trekken we een massa bevestigd aan een veer naar beneden en laten we de 
massa los, dan voert de massa een harmonische trilling uit. De snelheid van 
een harmonische beweging wordt gegeven door: 


t= Zg 
v(t) = Vo cos T +o 


In deze uitdrukking is T de trillingstijd, de tijd die nodig is om één volledige 
trilling uit te voeren, en e de fase van de beweging op t = 0. 
De integraal voor de positie van de massa is van de vorm: 


2m 
Гоа | (Etre) dt 


Met de kennis van de voorafgaande leereenheid kunnen we deze integraal niet 
oplossen. In deze leereenheid zien we hoe we deze integraal kunnen 
berekenen. 


4.2.1 Rekenregels voor het primitiveren 


Rekenregels Bij het primitiveren kunnen we bij de som en het verschil van twee functies 
primitiveren f en gen bij het product van een constante c met een functie f dezelfde re- 
gels gebruiken als die voor bepaalde integralen. We schrijven alleen nu de 
integralen zonder onder- en zonder bovengrens: 
S (Fœ + &(х)} dx = f f(x) dx + f g(x) dx, 
SUG) — (х) dx 7» f f(x) dx — f g(x) ах en 
f ef(x) dx 7 c f f(x) dx. 


Voorbeeld 4.6 


1 f(acosx- bsin x) ах= f a cos x dx — f b sin x dx 
=a f cos x dx— b f sin x dx 
= (a sin x + C4) = (-b cos x + Cj) 
—-asinx-*bcos x * C,— С, 
=asinx+bcosx+C 


2 f(3*—x3)dx- f 3* dx— f x? dx 
KE 


x 


c — KE? 
In 3 АУЫС 
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stukken 4.23 Bepaal: 


a [oes dx d [| ах-2 озак 
^ b Je 12 4 
> cies, A 
7) e [e 4 sin x) dx 
Е [2 1 1 
х f —— 4 ——— dt 
х? | AO Art 
4.24 Bepaal: 
a ILE Vx dx d ЕЕ 
1 
b [ear e Је 
X 
S 
c 3x? — —ах f Је esse 
4.25 Bepaal: 
a frer- swar d ЕЕС 


ь f 3 7 d | 3 3 d 
Ar Te d е WENT 2 


5 5 
с 6-5*-- 5. б^ах f ——4—— dx 
X42 x-2 
4.2.2 De substitutiemethode 
substitutiemethode Bij de substitutiemethode veranderen we van integratievariabele. In plaats van 


x gaan we tijdelijk over op een andere variabele, u. Dit doen we meestal om 
uitdrukkingen te vereenvoudigen of om op standaardintegralen over te kun- 
nen stappen. Binnen de integrand zoeken we dan voor u een geschikte func- 
tie van x. Stel g(x) is zo’n functie. Met deze u = g(x) moet de differentiaal dx 
uitgedrukt worden in de differentiaal du. Dat laatste gaat als volgt (zie para- 


graaf 2.3.3). 
u — g(x) > du =g'(x)dx 


De gevonden functie g(x) moet dus de eigenschap hebben dat er binnen de 
integrand een factor g'(x) gevonden kan worden, die dan ‘achter het differen- 
taalteken' gebracht kan worden. We illustreren dat aan de hand van enkele 


voorbeelden. 
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Opdracht 


Voorbeeld 4.7 
Bepaal: f xe% dx 


We merken op dat als we x 'achter de d' brengen: 
xdx-dix? 


we de integraal op een handige manier kunnen herschrijven met u als 
integratievariabele. Als we voor u kiezen: 


и= х? 


Dan is du = 2x dx of x dx = } и, en: 
fret ах= fe* x dx 

= Је"\аи 

=} Јечаи 


—-le"-C 
2 2 
Nu was u = x?, zodat f хех dx -le* +C 


We stappen dus tijdelijk over op een integratievariabele u — x?. Een zekere feeling 
is bij het zoeken naar een succesvolle vorm voor u onmisbaar! 


Breng 'achter het d-teken': 


cos x dx d -dx 
A 
х2ах e e*dx 
Jx dx u Aiel 
Voorbeeld 4.8 
3 
Bepaal: dx 
P IZ 


In dit voorbeeld kunnen we x? achter het d-teken brengen: x*dx= dix*. 
Kiezen we и = x*, dan is du = 4x?dx of x?dx = 1du en: 


| 599 E | 1 
Х= 
1+х* SN; 


-iIn|i-ctu|*C 
-iIn|1-x*|-C 


du 
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X 3 
Oppdracht 2 Bepaal | а dx opnieuw (zie voorbeeld 4.8), maar kies nu и = 1 + x*. 


iiem aigu Жаан 


Voorbeeld 4.9 
Bepaal: f /2x+1 dx 


Het ligt voor de hand u = 2x + 1 te kiezen. Dan is: du = 2dx en: 
[vz +1dx= [уа 


cl, Bur 


Il 


luicC 


iQxt1)3-C 


COpdracht 3 Bepaal f /2x+ 1 dx opnieuw (zie voorbeeld 4.9), maar kies nu u = /2x+ 1. 


Voorbeeld 4.10 
Bepaal: f sin x - cos? x dx 
In dit voorbeeld kunnen we sin x achter het d-teken brengen via: 
sin x dx = -d cos x 
Het overgaan op u = cos x is dan heel eenvoudig. 
f sin x - cos? x dx ^ -f cos? x d cos x 
= -[ u? du 
=-1и3+С 


—--1cos?xtC 


Opdracht 4 Leid door substitutie af, dat f tan хах = -In [cos x| (standaardintegraal 6). Maak daar- 
sinx 
bij gebruik van tan x = —— . 
cosx 


Bij de volgende voorbeelden wordt naar een standaardintegraal van de 
functies arcsinus en arctangens toegewerkt. 
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Á c 


Voorbeelden 4.11 


1 
1 Bepaal: [ne 
E J9 - 4x? 


Stel u = 2x, dan is: du = 2dx en dx = 1 du: 


1 1 
ах = [> ldu (standaardintegraal 11, met a = 3 
|8 Jo - u2* Е 


и 
= загсѕіп | — | +С 
Зака (5) 
2х 
= Jarcsin 5) +C 


1 
2 B lS d 
rue las * 


Dit is een bijzonder geval. In de noemer treffen we een kwadratische vorm 
aan. Nu kan een kwadratische vorm altijd teruggebracht worden tot de 
som van twee kwadraten door een kwadraat af te splitsen. Zie daarvoor 
leereenheid 0. Is dat gebeurd, dan kunnen we de integraal terugbrengen 
tot standaardintegraal 13. Integratie levert dan een arctangens op: 


de | ———— d 
xu й eue * 


Stel: u = x + 1, dan is: du = dx en: 


1 
= | EE du (standaardintegraal 13, met a = 4) 


1 
= larctan @ 
очы 


= Jarctan (4 (x + 1)) +С 


1 
— d 
x i: 


Vraagstukken 4.26 Bepaal: 


fe dx Иб sin X? dx 
[exo dx з |2. = 

+e x 
fero’ dx Lë 


3x-2 
E dx Re x cos? xdx 


| cos X/2 + sin хах 


D 


с 


n 


a 


® 
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4.27 Bepaal: 
a [er 1)'? dx f | «sn dx 
х+2 us 
b en 
| Ae 9 Jue 


c [er dx 


f eer at i за 


1 
h I: sin( Jet dx 


a 


e [n x coss xax j Гес 


4.28 Bepaal: 
A i 2 
a jar f | dt 
24 t 
b 2x d 1 d 
ж X ———— d 
(x — 1)^ 5 /49 — 100x? 
X 1 
c | - dx h | % 
x45 x? — 6x +34 
5 
d у. VV + 2 ду і mne 
х?+х+$ 


sin x 
x2. /1 — хах j | dx 
2-cos x 


bi 


4.29 De snelheid v(t) bij een harmonische beweging wordt gegeven door 


2 т D D H D 
Vo * COS F t+ е). Zie de praktijksituatie aan het begin van deze leereenheid. 


Bereken de afstand tot de evenwichtstand. 
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4.2.3 Partiéle integratie 


partiële integratie Met de methode van partiële integratie is het soms mogelijk om een product 
van twee functies te integreren. We gebruiken daarvoor de formule voor de 
afgeleide van het product van twee functies. Toegepast op de functies f eng 
luidt deze formule: 


d[ f(x) - $00] ғо) dg(x We Son: df(x) 
dx dx dx 
of: 
а(х) d[f(x)-$(x)] df(x) 
Го): dx ` dx АБО ах 


We integreren linker- en rechterlid van de laatste formule: 


[roo dg) a E = tmm $09] | x- [s oa. == Za 


df(x) 
dx 


En is: [ro 2 ax= fo: £x) — Јо . dx 


Kortweg wordt deze regel wel genoteerd als 


| ag f.g | e: df 


In deze formule is het deel (of part) dg geintegreerd tot g, vandaar de naam 
partiële integratie. 


Voorbeelden 4.12 
1 Bepaal: f In x dx 
Vergelijk: 


fInxdx-Inx-x-fxdinx 


y y Uy U U 
СЕ fi 


1 
=lnx:x- fx: dx 


—-x.Inx- f dx 
== ор XG 
2 Bepaal: fx-cosxdx 
We brengen cos x achter het d-teken: cos x dx = d sin x: 


[x-cosx dx- [xdsinx-x-sin x — f sin x dx 
у U у U 
Vergelijk: lif Gu Dot dE ар 
= х $їп X+COS Xx +C 
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Opdracht 


Vuistregel 1 


Vuistregel 2 


Bepaal: f x - е dx door e" achter het d-teken te brengen. 
Soms kunnen vuistregels hulp bieden bij het integreren. We geven er enkele. 


Bij integralen van de vorm 
f x^» sin хах, f х”. cos хах of f x^- e* dx (ninZ*) 


dienen we steeds de goniometrische, respectievelijk exponentiéle vorm ach- 
ter het differentiaalteken te brengen. De integralen kunnen (bij de juiste 
keuve van f en $) na partiéle integratie teruggebracht worden tot integralen 
van hetzelfde type maar met een exponent die één lager is. Door dit proces te 
herhalen, kunnen we de machten van x steeds kleiner laten worden en ten 
slotte doen verdwijnen. 


Bij integralen van de vorm 
f x^-In xdx (ne 2) 


dienen we eerst de machtsfunctie achter het differentiaalteken te brengen. 
De In-functie zal dan achter het integraalteken verdwijnen. 


We geven enkele voorbeelden. 


Voorbeelden 4.13 


1 fx?e*dx-fx?de*-x?.e*-2[xe* dx 


De verkregen integraal is nu iets eenvoudiger dan de oorspronkelijke. We 
passen nogmaals partiële integratie toe op f x e* dx (let op het minteken!): 


f x?e* dx 2 x? - e* — 2 f хех dx 
=х?.е*— 2(хе^— | е^ dx) 
= x?e* — 2xe* t 2e* б 
2 Als we in voorbeeld 4.13-1 de andere mogelijke keuze maken voor het 


achter het d-teken brengen, dan raken we verder van huis. De macht van 
x wordt dan juist hoger: 


[ee ах = | e'dixiziewj- ее ах 
Hierop moeten we altijd bedacht zijn. 


3 fx?Inxdx-fInxdix? 


-ix?Inx-4 jf x?dIn x 


1 
= л zi BE 
ix?Inx-i fx x dx 
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Vraagstukken 4.30 Bepaal: 


а |< (2х) ах а | x? sin x dx 
b ILES e [2ш 
х 
с f z_dx f [а + x)'? dx 
cos? x 

4.31 a | vin ax d IE x—1 dx 
b Јави е [ «+ 1)?e* dx 
c fee "uk f | (2 + Зх) dx 

4.2.4 Reductieformules 
standaardintegralen In leereenheid 4.1 zijn we een lijst met veel voorkomende standaard- 


integralen tegengekomen. Hier volgen er nog enkele. 


1 1 
1 Гас ——— — cot x| +С 
sin x sin x 


1 1 
2 Jehan deed Con — 4 tan x| +С 
COS X COS x 


e**(a cos bx + b sin bx) 


a? 4. b? ue 


3 J es bx dx = 
e**(a sin bx — b cos bx) 


a? + p? 3 


2 [esin rare 


EN ` per 


Voor n geheel en positief kunnen door partiële integratie de volgende integra- 
len teruggbracht worden tot integralen van hetzelfde type, maar met een 
exponent die twee lager is: 


recursieformules 


[so х. cos” x dx. 
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enke oil S | 


Opdracht 6 


Voor n geheel en negatief kunnen door partiële integratie de volgende integra- 
len teruggebracht worden tot integralen van hetzelfde type, maar met een 


exponent die twee hoger is: 
8 [= ах= – 


9 | sos dx- 
nal 


Maria Gaetana Agnesi (1718-1799) 


De wetenschap ontwikkelde zich in de middel- 
eeuwen vooral in gesloten kloostergemeen- 
schappen. Voor vrouwen de enige mogelijkheid 
om zich wetenschappelijk te ontwikkelen, want 
de universiteiten waren in die tijden voor vrou- 
wen verboden. Pas tijdens de Renaissance tra- 
den vrouwen weer op de voorgrond met hun 
kennis en kunde op het gebied van onder an- 
dere de wiskunde. 

Een van de allergrootsten uit die dagen was 
Maria Gaetana Agnesi. Zij was de oudste uit een 
gezin van 21 kinderen. Haar vader was professor 
(in Bologna, Italië) en nam de opvoeding van 
zijn kinderen zelf ter hand. Op 9-jarige leeftijd 
sprak Maria al vloeiend Grieks, Latijn, Hebreeuws 
en Frans (en Italiaans). In haar tienertijd heeft ze 
zich alle toenmalige bekende werken van New- 
ton, Descartes, Bernouilli en vele anderen eigen 
gemaakt. En dat terwijl een groot deel van de 
zorg voor haar twintig broers en zussen aan haar 
was toevertrouwd. 

Op twintigjarige leeftijd schreef ze een tweedelig 
boek, een standaardwerk, met daarin alle wis- 
kundige kennis van die tijd over de differentiaal- 
en integraalrekening, waaronder ook de onder- 
werpen die in onze serie voorkomen. De boeken 
werden pas in 1748 officieel uitgegeven. Deze 
boeken, aanvankelijk geschreven voor haar jon- 
gere broers en zusters, veroorzaakten een sensa- 
tie onder de geleerden in die tijd, omdat veel 
afzonderlijke wiskundige ideeën en theorieën op 
gestructureerde en heldere wijze met elkaar in 
verband werden gebracht en verklaard. In heel 
Europa werden haar boeken vertaald en gebruikt 
door studenten. Haar welsprekendheid en taal- 
gevoeligheid zorgden ervoor dat het een genoe- 


cos"*!x.sinx п+2, 
n+l 


sin"*!x.cosx n+2 


ERN РОБИН 
* ek, o 
nal > 


+—— |sin"*?x dx 
nal 


Wat doe je bij cos” x en sin” xals n = –1? 


gen was om haar lessen, discussies en voor- 
drachten te bezoeken. 

Ook publiceerde ze een serie complexe essays 
over natuurwetenschappelijke en filosofische 
onderwerpen, als verslag van de discussie- 
bijeenkomsten aan huis met de collega's van 
haar vader. 

Het verzoek om als professor in de wiskunde en 
filosofie te blijven werken aan de Universiteit van 
Bologna wees zij af. Nadat haar wens om in een 
klooster te mogen intreden door haar vader was 
afgewezen, besloot ze zich na diens dood in 
1752 terug te trekken uit de wetenschappelijke 
wereld en wijdde ze zich met hart en ziel aan de 
verzorging van zieken, ouden van dagen en ar- 
men. Uiteindelijk offerde ze al haar persoonlijke 
bezittingen op om de minder bedeelden te kun- 
nen verzorgen. Het ging om haar boeken, haar 
garderobe en ook de juwelen die ze van paus 
Benedictus XIV, een groot bewonderaar van 
haar, had ontvangen. 
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Voorbeelden 4.14 
1 fe sin x dx 


Formule 4 met a = -2 en b = } geeft: 


e-?*(—2 sin 1x — } cos 1 x) 


i +C 
2502 = 


2, 
ED e-?*(4 sin 1x + cos x) + C 


fe 2x sin 4x dx = 


2 [sin?x dx 


Formule 6 met n= 5 geeft: 


sinf-cosx ATI: 
drade- t$ sin? x dx 


We gebruiken om f sin?x dx te bepalen nogmaals formule 6, maar nu met 
nz3: 


e? 5іп2 х.соѕх 2 
аа е sin x dx 


= —lsin?xcosx— 2 cos x + C 


Ingevuld in de eerst gevonden vorm, vinden we: 
D 1 H 4 1 8 
sin?x dx = —— sin*x . cos x — — sin? x cos x – — cos x + C 
5 15 15 


Vraagstukken 4.32 Bepaal: f sin? dx en f cos?x dx 
a Doorgebruik te maken van de reductieformules. 
b Doorgebruik te maken van de formules van de dubbele hoek van de cosinus en de 
sinus: cos 2x = 1 — 2 sin? x = 2 cos? x — 1 ensin 2x = 2 sin x- cos x 


4.33 Bepaal: 
1 
| so d EE 
соѕ(3х + 4) 
1 
b [| e sone e | 5 dx 
cos° x 
1 
с 5їп^х ах f == Ob 
sin? x 
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| Breuksplitsing 
= 


4.2.5 Integratie door middel уап breuksplitsing 


Me Т(х) px+q 
Bij integralen van het type | — dx= | ————— dx kunnen we door 
N(x) x? Fb tG 


gebruik te maken van breuksplitsing de integraal proberen te berekenen. Er 
zijn drie gevallen, voor elk geval geven we aan hoe de breuksplitsing ver- 
loopt en geven we een typerend voorbeeld. 

Geval 1: De noemer N(x) bezit twee reële nulpunten a, en az. 


T(x) 
De breuk NG kan als volgt worden gesplitst: 
N(x 


T(x) px+q A B 


= = + 
N(x) (x-aj(x-a; x-a, Kos 


Geval 2: De noemer N(x) bezit één reëel nulpunt a. 


T(x) 

De breuk kan als volgt worden gesplitst: 
N(x) 

T(x) A B 


= -+ = 
N(x) x-a (x—a)* 


Voorbeelden 4.15 


dx 
1 Bepaal: | GE 
A B 
We schrijven ENEE als m T X455 


De constanten A en B kunnen we gemakkelijk bepalen uit: 
1 А В 


mor 


(ОЗДУ ЕЛИ ЛАУ? 


Om A en B te vinden, brengen we het rechterlid weer onder één noemer: 
1 A(x + 2) + B(x — 1) 

(x-1)x-2)  (x-1)(x42) 

waaruit volgt: 

1=А(х+2) + B(x- 1) 


Deze gelijkheid geldt voor alle waarden van х. Om A en В te berekenen, 
kiezen we achtereenvolgens de waarden van x waarvoor de factoren (x + 2) 
en (x — 1) wegvallen. 


Voor x — 1 gaat de gelijkheid over in: 


Wee cA 
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^w am 


Voor x = -2 volgt: 
1=В.-3 > B=-} 


Voor de integraal geldt nu: 


1 1 1 
—— dx=} dx - 1 d 
Lc Rs [= ES [as г 


-iInx-1|-3ilIn|x-*2|- C 


х— 1 
=}1п HG 
x+2 
2x+3 
DEBepaal IF Sn dX 
х^—4х+4 
2х+3 2х+3 
х?—4х+4 (x-2) 
А В 
Б (сэр 
_A(x-2)+B 
(х= 2)2 


Юиѕ:2х+3= A(x - 2) +В 


Invullen van х = 2 en een andere willekeurig gekozen geschikte waarde, 
bijvoorbeeld x = 0, geeft: 


2з 7=В 
=0: 3=-2А+В=-2А+7 ә A-2 


Voor de integraal volgt nu: 


2x43 2 7 
—— bem ps ; dx 
x?— 4x44 EES) (х — 2)? 

7 


=2| -2|-——-4C 
п |х—2| Sech 


Geval 3: De noemer N(x) bezit geen reéle nulpunten, de breuksplitsing ver- 
loopt nu op een iets andere manier. Eerst bepalen we de afgeleide N'(x) van 
de noemer. Vervolgens schrijven we de teller T (x) als som van een veelvoud 
of fractie van N'(x) en een constante. Als resultaat krijgen we dan de som van 
een logaritmische functie en (na kwadraatafsplitsing) een arctangensvorm. 
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Voorbeeld 4.16 


2x—-2 


Bepaal: | ———————d 
P | x 


Hier is N'(x) = 2x 4 = 2x — 2 — 2 = T(x) — 2, zodat: T(x) = N'(x) + 2. 


2x —2 (x? - 4x - 6) +2 
Dus > ах || dx 


x? — 4x - 6 x?— 4x 4 6 
[EE | 2 
= | Se the 
х®—4х+6 х®-4х+6 


[ 2 
-In|x?- 4x 6|. | ————dx-2 
n |х X + 6l + |= (x — 2) 


{stel u = x — 2] 
2 
-In|x?— 4x c 6|-- | ——— du 
EE ke 


(standaardintegraal 13 met a = Ben 


2 u 
= Іп |x? — 4x + 6| + — · arctan | —= | + C 
| BE (z) 


V V 


x-2 
= In |x? - 4x + 6| + VZ arctan ( ke 


2 


Bepaal: 
v-1 
| 3 — dx d | dv 
x? — 7x 4-12 D 
1 E Kd d 
—————— dx 
d Jk Я | 
IET 
X 
х2 1 
| х+3 
4.35 а | 7 dx ESR X 
| х-4 а 
х 
| zu e x^- x41 
| 2х—2 
ах 
х?+х+2 
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Vraagstukken 


@ 


4,36 


4,37 


4.38 


4.39 


4.2.6 Het gebruik van computeralgebra 


Een massa wordt bevestigd aan een verticaal opgehangen veer. De massa wordt naar 
beneden getrokken en vervolgens losgelaten. (Zie de praktijksituatie in het begin van 
deze leereenheid.) De beweging van de massa is een harmonische beweging met 
trillingstijd T = 4 s. We nemen de verticale richting naar boven positief. De snelheid 
v(t) van de harmonische beweging wordt gegeven door de formule: 


v(t) = 4 -sin(1mt) 


De trillingstijd Tis dan inderdaad gelijk aan 4 s. 

Door de snelheid v(t) naar de tijd te integreren, vinden we als de massa naar boven 
beweegt (de snelheid is positief) voor de afgelegde weg een positieve waarde. Be- 
weegt de massa naar beneden (de snelheid is negatief), dan vinden we voor de afge- 
legde weg een negatieve waarde. Nemen we als ondergrens van de integraal van de 
snelheid naar de tijd het tijdstip t = 0 (de massa bevindt zich іп de onderste stand) en 
als bovengrens t, dan geeft de integraal voor elke waarde van t de afstand die de massa 
van de onderste stand is verwijderd. 

Bereken de afstand die de massa na 2 seconden, gerekend vanaf t = 0, verwijderd is 
vanaf de onderste stand. Is deze afstand gelijk aan de afgelegde weg van de massa? 
Hoe groot is de amplitude van de trilling ? 

Bereken de afstand die de massa vanaf het tijdstip t = O van de onderste stand verwij- 
derd is als functie van de tijd. Neem bij de integratie van de snelheid als integratie- 
variabele u en als de bovengrens t. 

Maak een grafiek van de afstand tot de onderste stand als functie van de tijd. 


De volgende integralen met als integrand een breuk hebben als kenmerk dat de graad 
van de teller groter is dan of gelijk aan die van de noemer. 


( x?^4 1 х +1 
| ах с ах 
х?—1 Sit 


[AAA 


х2 + 4x + 8 


Bepaal de primitieven van deze integralen met behulp van een computeralgebra- 
pakket en beantwoord aan de hand van de verkregen antwoorden telkens nauwkeurig 
de volgende vragen: 

- Alswede intregralen met de hand zouden moeten uitrekenen, dan zouden we de 
noemer op de teller moeten delen om als rest van de deling een breuk te krijgen 
waarvan de graad van de teller lager is dan die van de noemer. Welk gedeelte van 
het door de computer gegeven antwoord is niet afkomstig van het integreren van 
de restbreuk? In Mapleis voor breuksplitsing beschikbaar de functie CONVERT 
(£,parfrae,x). 

— |n welke factoren is de noemer van de restbreuk ontbonden? 

— lshet antwoord van het computeralgebraprogramma eigenlijk wel juist? 


Bepaal met behulp van een computeralgebrapakket een aantal speciale gevallen van 
de familie integralen met de vorm / x^ - e* dx, (n = 0, 1, 2, 3, …). Merk je een bepaald 
patroon op in de gegeven antwoorden? Geef zo nauwkeurig mogelijk de formule voor 
willekeurige n. 


Herhaal vraagstuk 4.38 voor de volgende families van integralen: 


a [x"e?' dx b Lem sin xdx 
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4.40 


Kun je aangeven om welke reden het computeralgebrapakket bijvoorbeeld wel de al- 
gemene formule (dat wil zeggen voor willekeurige waarden van m en/of п) van de vol- 
gende integralen produceert, maar niet die uit de vraagstukken 4.38 en 4.39? 

fx” In x dx 

f sin mx - sin nx dx 

J sin mx - cos nx dx 

Zijn de algemene formules voor genoemde integralen ook geldig voor niet gehele 
waarden van m en/of n? 


Samenvatting 


In deze leereenheid hebben we kennisgemaakt met een aantal integratie- 
technieken waarmee primitieve functies kunnen worden bepaald. Achter- 
eenvolgens zijn aan de orde gekomen: de substitutiemethode, de methode 
van partiéle integratie en de methode van breuksplitsing. 

Met deze methoden kunnen integralen omgebouwd worden naar standaard- 
integralen. Met een computeralgebrapakket hebben we ten slotte gezien dat 
bij een aantal functies een patroon viel te herkennen in de oplossingen die 
door een computeralgebrapakket bij het integreren worden gegenereerd. 
Hiermee kan dan een algemene formule worden opgesteld. 


Toets 
x? 
Bepaal: | ах 6 Вераа!: | зо cos*x dx 
14x 
1 : i Ia lex 
Bepaal: IE mer 7 epaa 16-10x4 x? 
1+х 
х+1 В I: 
Bepaal: | == @х 8 раа [c 6.8 29 
D Best 1 1 X4 Xx 
Bepaal: E sin 2x dx 9 Bepaal; I 


Bepaal: [e+ 1)?In x dx 
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- Leereenheid 4.3 — 


aat: ve гҮ | т — e Le T E ^ 
Numerieke methode 


voor het berekenen van 


bepaalde integralen 


eo Als we van een functie f op een zeker interval de primitieve F kennen, dan is 
De geschatte de bepaalde integraal van die functie over dat interval eenvoudig te bepalen 


benodigde studietijd door gebruik te maken van de hoofdstelling van de integraalrekening: 
voor deze leereenheid 
bedraagt +10 SBU's. 


b 
| f(x) ах = F(b) — F(a) 


Soms zijn we echter niet in staat een primitieve van f te bepalen. Dit kan 
zijn omdat het onmogelijk is de primitieve in elementaire functies uit te 
drukken, of het kan gewoon te lastig zijn en te veel werk met zich meebren- 


Ka 


gen. We kunnen de bepaalde integraal dan altijd berraderen door middel van E 
een numerieke integratiemethode. 

Ook een computeralgebraprogramma zal, in het geval dat de primitieve 
functie niet in elementaire functies is uit te drukken, uit moeten wijken naar 
een numerieke integratiemethode. Deze programma's geven meestal niet 
aan welke numerieke methode gevolgd wordt bij het bepalen van het gepro- 
duceerde antwoord. Wel kan door de gebruiker aangegeven worden welke 
nauwkeurigheid verlangd wordt. 

Bij numerieke integratie worden twee methoden veelvuldig gebruikt, de 
trapeziumregel en de regel van Simpson. Beide methoden zullen we bekij- 
ken. 


Praktijksituatie 

In de statistiek is de normale verdeling de bekendste kansverdeling. De ver- 
maardheid van deze verdeling berust onder andere op de eigenschap dat het 
gedrag van veel grootheden, zoals bijvoorbeeld lengte en gewicht van een po- 
pulatie personen, zich volgens deze kansverdeling laat beschrijven. 


Figuur 4.13 De normale verdeling (Youdon W.J., The American Statisfician, 1950) 


THE 
NORMAL 
LAW OP ORDER 
STANDS OUT IN THE 
EXPERIENCE OF MANKIND 
AS ONE OF THE BROADEST 
GENERALIZATIONS OF NATURAL 
PHILOSOPHY* IT SERVES AS THE 
GUIDING INSTRUMENT IN RESEARCHES 
IN THE PHYSICAL AND SOCIAL SCIENCES AND 
IN MEDICINE, AGRICULTURE AND EBGINEERING* 
IT IS AN INDISPENSABLE TOOL FOR THE ANALYSIS AND THE 
INTERPRETATION OF THE BASIC DATA OBTAINED BY OBSERVATION AND EXPERIENCE 


Bezit een normaal verdeelde grootheid een gemiddelde и en een standaard- 
afwijking с, dan wordt de kans ор een uitkomst X van die grootheid tussen 
een tweetal waarden a en b gegeven door de oppervlakte onder de normale 
verdelingsfunctie boven het interval (a,b). In formulevorm: 


b 


P(a< X <) = | 


с. / 2n m 
a 


Om de kans te bepalen, moeten we dus integreren! Maar helaas is de functie - 
van de normale verdeling niet primitiveerbaar, dat wil zeggen dat het onmo- 

gelijk is de primitieve functie in elementaire functies uit te drukken. We 

moeten dus wel gebruikmaken van numerieke methoden om bij een nor- 

maal verdeelde grootheid kansen te berekenen. Later in deze leereenheid zul- 

len we nagaan hoe we dat kunnen doen. 
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trapeziumregel 


Figuur 4.14 


Opdracht 


4.3.1 Trapeziumregel 


Stel f is een continue en positieve functie ор een interval [a,b]. De opper- 
vlakte O, „уап het gebied ingesloten door de grafiek van f, de X-as en de 
verticale lijnen loodrecht op de X-as door a en b, is gelijk aan: 


b 
ПЕ Гоа 


We verdelen het interval [а, b] in п gelijke deelintervallen: [a = xo, xi], 
D, х5], ... Dan X, = P]. Bij  deelintervallen is de lengte л van één deel- 


р-а 
interval gelijk aan ас We noemen x, — a en x, = b. (Zie figuur 4.14.) 


Bij de trapeziumregel benaderen we het oppervlak onder de grafiek van f 
boven een interval [x,, x;,,] door een trapezium. De punten x; en x;,, op de 
X-as noemen we de basispunten, de snijpunten van de rechten loodrecht op 
de X-as door x, en x,,, met de grafiek van f noemen we de steunpunten van 
het trapezium. Door de twee steunpunten trekken we een rechte lijn. Deze 
lijn, de X-as en de twee lijnen loodrecht op de X-as door x, en x,,, vormen 
dan een trapezium. (Zie figuur 4.15.) De oppervlakte van een trapezium is 
gelijk aan het halve product van de basis (breedte) en de som van de op- 
staande zijden. De oppervlakte van het trapezium boven een willekeurig in- 
terval [x,, x;,,] is dus gelijk aan: 


h 
2 (FC) + Pie. A. (Zie figuur 4.15.) 


Laat zien dat de trapeziumregel voor de functie van de eerste graad f(x) = 2x + 3 op 
het interval [1, 5] de exacte waarde van de integraal oplevert. Neem daarvoor twee 
steunpunten. 


Op elk deelinterval berekenen we op deze manier de oppervlakte van het tra- 
pezium boven het interval: 
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кашлшщшшшш d 


3117 


Opdracht 


interval benadering 

[a = xo, xi] Ef) + fx) 
[xi x2] (ху) + f(x) 
Г Jost] ^ fo) fo) 


Tellen we de benaderingen op, dan krijgen we als numerieke benadering van 
de oppervlakte O, p: 


IIl-À(f(xg)-*2f(x))-* 2f(x5) +... + f(x,)) 


In de notatie I} slaat de onderindex ‘n’ op het aantal gebruikte deel- 
intervallen en de bovenindex ‘1’ op de gebruikte benaderingsmethode. De 
hier behandelde methode is de (herhaalde) trapeziumregel waarin de grafiek 
van de functie wordt benaderd door rechte (lineaire = 1* graad) lijnstukken. 


Voorbeeld 4.17 2 


1 
De bepaalde integraal | — dx is gelijk aan: 
х 


2 1 


1 
| — dx = [In x]; =1п 2—1п 1=1п 2=0,6931471806... 
X 


1 


We zullen de exacte oplossing van deze bepaalde integraal gebruiken om na 
te gaan hoe nauwkeurig de benadering met de trapeziumregel is. We nemen 
eerst vier deelintervallen en vervolgens acht. 


2-1 
Voor n= 4 15 ds - 23 а= х= 1,00, x,7 1,25, х5 = 1,50, ху= I AE 


b — x,- 2,0. De trapeziumregel levert dan het volgende resultaat op: 


n Oes 2 } 2 i 9 [ 1 0,6970238 
=-— — . — —4 a ms — = A 
eer wl REELL Эй? 


2-1 
Voorn-8is ts 0S. а= x97 1,000, x, = 1,125, х= 1,250, …, 


х= 1,875, b= х, = 2,000. De trapeziumregel levert dan een beter resultaat 
op: 


т 0,125 1 2 1 ? 1 2 1 J 1 E 1 
-———|———-— . On hp M 0 EET A 
2 2 1,000 1,125 E 1,250 1,375 1,500 1,625 
2 2 1 0,6941219 
On D T = H 
3i 1,750 5 1,875 2,000 


Bereken de fout in /} en /} ten opzichte van | = 0,6931471806... 
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TEEERBEUNM C p 


Vraagstukken 4.41 


4.42 


4.43 


regel van Simpson 


De berekening kunnen we ook op een Кее! 
iets andere manier noteren. We zetten Tabel 4.2 д 
їп een tabel naast elkaar de x-waarde FM 
en de bijbehorende functiewaarde. X, f(x) =1 f(x) =L 
Voor n = 8 levert dat tabel 4.2 op: E E d 
1,000 1,0000000 
1,125 0,888888 
1,250 0,8000000 
1375 0,7272727 
1,500 0,666668 
1,650 0,6153846 
1,750 0,5714285 
1,875 0,533333 
2,000 0,5000000 
som 1,5000000 4,8029745 
? 0,125 
We zien weer: Jj = (1,5000000 + 2 - 4,8029745) = 0,6941218 
1 
Benader | (x? —x+ 1)dx met behulp van de trapeziumregel met drie 
о 
basispunten. Vergelijk het resultaat met de exacte uitkomst. 
1 
1 
Benader | Т dx met behulp van de trapeziumregel voor h = 0,25. 
+x 
D 
Wat is de exacte uitkomst? 
In tabel 4.3 is de snelheid van een voorwerp op verschillende tijdstippen gegeven. 
Tabel 4.3 
Tijd [s] 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
Snelheid [m/s] 0 4 18 41 72 109 156 206 270 


Bereken met deze gegevens zo nauwkeurig mogelijk de afgelegde weg van het voor- 
werp. 


4.3.2 Kwadratische interpolatie: de regel van Simpson 


Bij de trapeziumregel wordt door een tweetal steunpunten (de snijpunten 
van de rechten door twee opeenvolgende equidistante basispunten x, en x,,, 
op de X-as met de grafiek van f), een rechte lijn getrokken. Bij de regel van 
Simpson gebruiken we drie equidistante basispunten en de bijbehorende 
steunpunten (de snijpunten van de rechten door drie opvolgende punten x; 
en x,,, en x,,; loodrecht op de X-as met de grafiek van f). Door de drie 
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steunpunten is een kwadratische kromme te tekenen. (Zie figuur 4.16.) De 
oppervlakte van het gebied gevormd door deze kromme (een parabool), de 
X-as en de twee lijnen loodrecht op de X-as door x, en x,,;, blijkt gelijk te 


zijn aan: 


3 


1 
т (Fx) + Af) + Di, ll шейх хех х 


Het bewijs hiervan laten we achterwege. 


Sonya Kovaleski (1850-1891) 


Een van de meest bevochten wetenschappelijke 
loopbanen van een vrouw is wel die van Sonya 
Kovalevski geweest. Haar naam is vooral verbon- 
den aan de toepassingen van de analyse in de 
natuurkunde. 'Kovalevski's stelling' is een stel- 
ling over het bestaan van oplossingen van diffe- 
rentiaalvergelijkingen; dat zijn vergelijkingen 
van het type dat aan het einde van de praktijk- 
situatie van leereenheid 2.6 aan de orde kwam: 


NE 
y ES v (ys 


Verder publiceerde zij over oneindige reeksen, 
de potentiaalvergelijking, de getaltheorie 
enzovoort. 

Ook schreef zij enkele literaire novellen. 

Haar karakter was grillig; ze bezat een sterke 
wilskracht, maar werd ook gekweld door een 
voortdurende twijfel aan haar eigen capacitei- 
ten. Haar rare invallen, haar individualisme en 
jaloezie maakten het voor anderen moeilijk met 
haar om te gaan. 

Sonya Kovaleski werd geboren in Moskou, in 
1850. Haar begaafdheid voor wiskunde bleek al 
vroeg en haar ouders stonden haar toe aan de 
zeevaartschool in Sint Petersburg (wiskunde) te 
gaan studeren. 

Een verdere studie in de wiskunde wees haar 
vader echter resoluut van de hand. Bovendien 
waren in Rusland in die dagen de universiteiten 
voor vrouwen gesloten. Haar restte nog één op- 
lossing. Dit was een voor die tijd zeer gebruike- 
lijke oplossing voor dames uit het aristocratische 
milieu: een platonisch huwelijk met een accepta- 
bele jongeman, met als enig doel vrij te kunnen 
reizen (en studeren) in het buitenland. Zij 
trouwde met Vladimir Kovalevski en vestigde 
zich in 1868 samen met haar man in Heidelberg. 
Daar werd ze al snel een bekende persoonlijk- 
heid, niet alleen vanwege haar succesvolle 
wiskundestudie aan de universiteit, maar ook 
vanwege haar knappe verschijning. 


4.3 Numerieke methoden voor het berekenen van bepaalde integralen 387 


Na voor vier jaar naar Rusland te zijn terugge- 
keerd, vertrok Sonya, alleen, naar Berlijn en later 
naar Parijs voor verder wetenschappelijk werk. In 
1889 werd zij professor in Stockholm en gaf zij 
colleges in partiële differentiaalvergelijkingen. 
Het jaar daarvoor won ze de zeer begeerde Prix 
Bordin van de Franse Academie van Weten- 
schappen met haar publicatie On the problem of 
the Rotation of a Solid Body about a fixed point. 
Ondanks haar benoeming als lid van de Russi- 
sche Academie van Wetenschappen bleven de 
universiteiten in Rusland voor haar gesloten. Dit 
dwong haar voortdurend tussen Stockholm en 
Moskou op en neer te reizen. De zorg om haar 
zoontje en haar ernstig zieke zuster riepen haar 
steeds weer terug naar Moskou. Ten slotte wer- 
den de fysieke inspanningen haar te veel. Op 
een van de reizen naar Stockholm werd ze ziek 
en ze overleed enkele dagen later in Stockholm, 
waar ze ook begraven ligt. Haar leven en karak- 
ter kunnen het beste worden samengevat door 
de ondertitel die zij haar prijswinnende publica- 
tie, in 1888, meegaf: ‘Say what you know, do 
what you must, come what may." 


Opdracht 


Opdracht 


Laat zien dat de regel van Simpson voor de functie van de tweede graad: 
f(x) = x? — 4x + 120p het interval [3, 5] de exacte waarde van de integraal oplevert. 
Neem daarvoor drie steunpunten. 


n 
We verdelen het interval [a, b] in 2 gelijke intervallen [a = xo, х], Xz x,], ..., 
b—a 
[x,.2, Xn = b] elk met een lengte van 2h — 2 - cm Op elk deelinterval 
t 


berekenen we de oppervlakte onder de kwadratische kromme: 


interval benadering 

[а = xo, х2] (Гохо) + 4f) + fa) 
[х2‚ x4] 5 (fo) + 4f(x3) + f(x) 
IX р] Bf) + Af) * f(x) 


Verklaar waarom er bij de regel van Simpson altijd een even aantal intervallen met 
lengte h meedoen. 


Tellen we de benaderingen op, dan krijgen we als numerieke benadering van 
de oppervlakte O, , : 


h 
1712 SE (fo + 4Af(x,) + 2f(x5) + Af(x4) +... + 2f(x,. 2) + Af(x, ) + [(х„)) 
In de notatie /2 slaat de onderindex ‘n’ op het aantal gebruikte deel- 


р-а 
intervallen met een lengte h = ———- , dit is even. De bovenindex ‘2’ slaat 
n 


op de gebruikte benaderingsmethode, die kwadratisch is. De hier behandelde 
methode is de (herhaalde) regel van Simpson. 
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UN 4 


Opdracht 


Voorbeeld 4.18 onum 


1 EERE rin: 
De bepaalde integraal: 5 dx is gelijk aan: SN 
) 1 


2 


1 "SEH 
| E dx - [In xr -1n2-1n1-1n2-0,6931471806... 


1 


We gebruiken deze exacte oplossing om na te gaan hoe na 
dering met de regel van Simpson is. We nemen eerst vier dé 
lengte л en vervolgens acht. 


b = x, = 2,0. De regel van Simpson levert dan het volgende op: 


RES ice - 2 І 4 : 1 0,6932540 
7^3 Leni reeche 


2-1 
Voorn-8is haer 0125) 47x97 1,000, x,=1,125, х= 1,250, …, 


x, 1,875, b= x, = 2,000. De regel van Simpson geeft dan een beter 
resultaat: 


NE 1,20 S 
8-3 1000  1125* 11250 1375 221/500 use | 
En 0,6931545 | 

+4 1750 Т 178750521000) 99€ ' 


Bereken de fout in /2 en /2 ten opzichte van /= 0,6931471806... 


De berekening kunnen we ook op een iets andere manier noteren. We zetten 
in een tabel naast elkaar de x-waarde en de bijbehorende functiewaarde. 
Voor n = 8 levert dat tabel 4.4 op: ie 


0,5000000 


1,5000000 
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We zien weer: 
0,125 
I2- 
DS 


(1,5000000 + 2 - 2,0380951 + 4. 2,7648794) = 0,6931544 


2 
Vraagstukken 4.44 Benader | (x? — x + 1) dx met de regel van Simpson voor drie basispunten. 
о 


Vergelijk het resultaat met de exacte uitkomst. 
4.45 Benader de volgende integralen met de regel van Simpson. Gebruik steeds h = 0,25. 


1 1 


1 
a [е ах с = dx (let op!) 


о о 


4.46 пабе! 4.5 is de snelheid van een voorwerp op verschillende tijdstippen gegeven. 


Tabel 4.5 
Tijd [s] 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
Snelheid [m/s] 0 4 18 41 72 109 156 206 270 


Bereken met deze gegevens zo nauwkeurig mogelijk de afgelegde weg van het voor- 
werp. Vergelijk het antwoord met de waarde die in vraagstuk 4.43 is gevonden. 


4.3.3 Foutschatting bij de trapeziumregel en de regel van Simpson 


Gebruiken we de trapeziumregel als benadering van de bepaalde integraal 


b 


I- | [Ё'х) dx, dan zal in het algemeen het resultaat I} van de benadering 


a 


verschillen van de waarde van I. Voor de fout die we bij de benadering ma- 
foutschatting bij ken, nemen we het verschil van en Геп I}. We noteren dit als E}: 


de trapeziumregel riteit! 
n n 
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Aangetoond kan worden dat de grootte van de fout kleiner is dan 
(b — a)? 
12n? 


waarde van tweede afgeleide van f op het interval [a, b]. 


|M5| waarbij |M;| = max (| f"(x)|), het maximum van de absolute 


b 
Of: |ЕЧ= Dë i] 
3 


(b — a) 
De uitdrukking ———- 
121 


12 


|M;| gebruiken we om een schatting te maken van 


de fout die we maken als we de trapeziumregel gebruiken. Uit formule [1] 

kunnen we de volgende conclusies trekken: 

1) Als we het aantal deelintervallen verdubbelen van n naar 2 « п, dan zal de 
schatting van de fout een factor 2? = 4 kleiner worden. 

2) Als de functie constant is of lineair, dan geeft de trapeziumregel de exacte 
waarde van de integraal, omdat M;, en daarmee de fout E}, gelijk is aan 
nul. Dat valt ook gemakkelijk te verklaren. Bij de trapeziumregel tekenen 
we door twee opvolgende steunpunten een rechte lijn. Is de functie zelf 
een veelterm van de nulde of de eerste graad, dan valt de rechte samen 
met de grafiek van de veelterm, omdat de veelterm zelf al een rechte lijn 
is. Passen we de trapeziumregel toe, dan levert dat een exact resultaat op. 


Voorbeeld 4.19 2 
1 
Om de waarde van de bepaalde integraal I= | SES te bepalen met drie 


1 
cijfers achter de komma nauwkeurig beginnen we met één interval en ver- 
dubbelen vervolgens steeds het aantal deelintervallen, zie tabel 4.6. 


Tabel 4.6 

n 1 Correcte Е! =/-/1 EA 
cijfers 

1 075000 0 0056853 - 

2 070833 0 0015186 ` 027 

4 0697003 2 0003876 0,26 

8 0666666 2 000094 025 

16 069339] 3 0000044 02% 

S In2-0699347 ` Е 


We zien dat het aantal correcte cijfers slechts langzaam toeneemt: bij elke 
verdubbeling van het aantal deelintervallen wordt de fout maar ongeveer 
een factor 4 kleiner. 


De ongelijkheid [1] kunnen we gebruiken om het aantal deelintervallen te 
vinden dat groot genoeg is om een nauwkeurigheid te bereiken met een be- 
paald aantal correcte cijfers achter de komma. Stel dat we het antwoord wil- 
len weten met drie correcte cijfers achter de komma. Bij deze nauwkeurig- 
heid moet de fout kleiner zijn dan 0,5 x 10-3. 
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foutschatting 
bij de regel van 
Simpson 


1 2 
In dit voorbeeld is f(x) = CH de tweede afgeleide f"(x)— "E Het maximum 


M, van f"(x) op het interval [1, 2] is dus gelijk aan 2. 
Dan is: 


0,5 x10-?x D" 2 of nz CU is = 18,26 
- > 
АЁ ТОО Л Il (0,5, e 10) ai 


Voor n = 19 vinden we: I4, = 0,693320. Inderdaad heeft deze uitkomst drie 
correcte decimale cijfers. 


Gebruiken we de regel van Simpson om de bepaalde integraal te benaderen, 
dan noteren we de fout als E2: 


Е=1=]2 
Aangetoond kan worden dat: 
(b — a)* 
180n* 


waarbij |M;| = тах (| f ?(x)|), het maximum van de absolute waarde van de 
vierde afgeleide van f op het interval [a, Б]. Uit formule [2] kunnen we de 
volgende conclusies trekken: 


Ея = IM. [2] 


1) Als het aantal deelintervallen wordt verdubbeld van п naar 2n, dan wordt 
de schatting van de fout een factor 2? — 16 kleiner. 

2) Als de functie een veelterm is van de graad 0, 1, 2 of 3, dan geeft de regel 
van Simpson de exacte waarde уап de integraal, omdat M, en daarmee de 
fout E? gelijk is aan nul. Bij de regel van Simpson tekenen we door drie 
opeenvolgende steunpunten een kwadratische kromme. Is de functie een 
veelterm van de graad 2, dan valt de kromme samen met de grafiek van de 
veelterm, omdat de veelterm zelf al een kwadratische kromme is. Passen we 
de regel van Simpson toe, dan levert dit een exact resultaat op. Ook als de 
veelterm van de graad 1 of 0 is, vinden we een exact resultaat. Maar dat ook 
een veelterm van de graad 3 een exact resultaat oplevert, is opmerkelijk. 


Voorbeeld 4.20 2 Т 

We berekenen opnieuw de waarde van de bepaalde integraal I = J 5 dx 
1 

met drie cijfers achter de komma nauwkeurig, maar nu met de regel van 


Simpson. We beginnen met twee intervallen met lengte h en verdubbelen 
weer steeds het aantal deelintervallen. (Zie tabel 4.7.) 
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| a 
DM, 


Oo - o 


D D 


We zien dat het aantal correcte cijfers nu veel snel 

elke verdubbeling van het aantal deelintervallen wo 
factor 16 kleiner. К 
De ongelijkheid [2] kunnen we gebruiken om het aantal deelintervallen te 
vinden dat groot genoeg is om de gewenste nauwkeurigheid te bereiken. — 


De аг 


1 24 
Inditgevalis f(x) SS еп f'*(x)- TES Het maximum M, van de absolute — 


waarde van f! (x) op het interval [1, 2] is dus gelijk aan 24. 
Nu is: 


сат (2 15x24 
0,5 х10-3 = 24 Fue. 
à 18054 74 Of MAV тво ноа 


Omdat n even moet zijn, is n= 6. Voor п = 6 vinden we I! = 0,693170, een 
uitkomst met drie correcte cijfers achter de komma. We zien dat de regel van 
Simpson in vergelijking met de trapeziumregel met veel minder deel- 
intervallen de gewenste nauwkeurigheid bereikt. 


Bereken met behulp van de trapeziumregel de bepaalde integraal 
2 


| Vx dx met drie cijfers achter de komma nauwkeurig, als volgt: 
1 


Bereken eerst M, = max (| f"(x)|) op het interval [1, 2]. 

Bereken vervolgens n zodat |E} | < 0,5 x 10>. 

Bereken met deze n de benadering van de integraal. 

Controleer de juistheid van de berekende n door de integraal ook exact te berekenen. 


2 


Bereken opnieuw de bepaalde integraal | „х dx met drie cijfers achter de 


1 
komma nauwkeurig, maar nu met behulp van de regel van Simpson: 
Bereken eerst M, = max (| f9?(x)|) op het interval [1, 2]. 
Bereken vervolgens n zodat |E2| < 0,5 x 10. 
Bereken met deze n met behulp van de regel van Simpson de benadering van de inte- 


graal. 
Controleer de juistheid van de berekende n door de uitkomst met de exacte uitkomst 


van de integraal te vergelijken. 

Vergelijk het aantal benodigde intervallen met het aantal dat in vraagstuk 4.47 ge- 

bruikt werd bij het berekenen van deze integraal met behulp van de trapeziumregel | 
met dezelfde nauwkeurigheid. | 


4 


Bereken de waarde van de bepaalde integraal | (x+ 1)(х— 2)(х– 4) dx met 
2 


behulp van de regel van Simpson met n = 2. Waarom zijn in dit geval twee deel- 
intervallen genoeg? 
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Vraagstukken 


4.50 


4.3.4 Het gebruik van computeralgebra 


Bij de hierna volgende computeralgebraopdrachten zullen we gebruikmaken 
van de trapeziumregel en de regel van Simpson. Voor beide regels volgt hier 
voor Derive, Maple en Mathematica een rekenroutine. 


Derive 

Definieer eerst een (desnoods lege) functie; doen we dit niet eerst, dan krij- 
gen we een foutmelding bij het definiéren van de hierna volgende reken- 
routine. Dus: £ (x) := 


reken-routine trapeziumregel: 
T(a,b,n):- 
(b-a)/(2*n)*(f£(a) + £(b) + 2*SUM(£f (a-k* (b-a) /n) , k, 1,n-1)) 


reken-routine regel van Simpson: 

S(a,b,n):- 

(b-a)/(3*n)*(£(a) + £(b) +4*SUM(f(at(2*k-1)* 

(b-a) /n),k,1,n/2) + 2*SUM(£ (a*2*k* (р-а) /n) , k, 1,n/2-1)) 


Maple 

In Maple hoeven we niet zelf te ‘programmeren’. We laden slechts het pakket 
student in, waarna tal van nuttige functies beschikbaar komen, onder meer 
trapezoïd en simpson. We geven een voorbeeldsessie (zonder uitvoer). 

> fem 1-х; 

> with(student); 

> trapezoid( f, x-0..pi, 100); 

» evalf(*); 

» simpson( f, xz0..pi/2, 100); 

> evalf(%); 


Mathematica 

trap[f , a, b., n ] := 

(b-a) /(2*n)*(f[a]*£[b]*2* 
Sum[f [a*k* (b-a) /n], (k,1,n-1)1)//N 


simp[f,a ,b ,n ]:= 
(b-a)/(3*n)*(f£[a]4-£[b]*4*Sum[f [ar (2*k-1) * (b-a) /n], 
(X,1,n/2)]* 2*Sum[£ [a*-2*k* (b-a) /n], (k,1,n/2-1)1)//N 


De kansdichtheidfunctie van de 
'standaard'normale verdeling (de Figuur4.17 De standaardnormale verdeling. 
normale verdeling met gemiddelde Е(1,5) = 0,5 + het gearceerde oppervlak — ` 
и = Оеп standaardafwijking o = 0), 

wordt gegeven door: 


1 m 
f(x) =-= er: 
/2т 


De functie heeft de bekende klokvorm 
en de oppervlakte onder de grafiek 
van de functie is gelijk aan 1. Een kans 
op een waarde kleiner dan z wordt 
bepaald door de oppervlakte F(z) 
onder de grafiek van f op het interval 
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[—=, 2]. Zie figuur 4.17. Omdat de functie f symmetrisch is om x = 0, is F(0) = } en is 
Е(2) te schrijven als: 


X4 
=e :* dx | 


WIERK ; 
/?т | 


о —— „ 
— 


a Gebruik de regel van Simpson met n = 16 om de waarde van F(1,5) te berekenen. 
b In een computeralgebrapakket is meestal de foutfunctie ERF (z) beschikbaar. Deze 
functie wordt gedefinieerd als: 


2 21 
ERF(z) ==: | e "dt 
то 


v 


Bereken met deze functie de oppervlakte F(z) van de standaard normale verdeling. 
Met dit resultaat kan je nagaan wat de nauwkeurigheid is van de in a en b berekende 
waarden van F(1,5). Geef je commentaar. 


4.51 a Bepaal met behulp van de trapeziumregel voor n = 1, 2, 4, 8 voor de bepaalde inte- 
graal: 


b 


1 
—7——— dx voor de integratie-intervallen [0, 8] en [1, 9] 


bien 
A, VI+ yx 


b Verklaar waarom de benadering op het eerste interval slechter convergeert dan op het 
tweede interval. 


2 


4.52 Gegeven de bepaalde integraal | sin(x? + 1) dx. 


1 
a Plot de grafiek van de functie f(x) = sin (x? + 1). 


b De grafiek snijdt de X-as in het punt x= /m — 1. Gebruik deze waarde om, met een 
nauwkeurigheid van vier cijfers achter de komma, het oppervlak onder de grafiek van 
f met behulp van de regel van Simpson te berekenen. Laat, om het maximum van de 
absolute waarde van de vierde afgeleide van de functie f(x) = sin (x? + 1) op het inter- 
val [1, 2] te vinden, de grafiek van de vierde afgeleide van f tekenen op je computer- 
scherm. Lees daar de maximale waarde af. 


2 


4.53 ` Bereken de bepaalde integraal J^ + 9x* dx met een nauwkeurigheid van 


о 
drie cijfers achter de komma. De integraal geeft de lengte van de kromme y = x? tus- = 
sen x = Оеп х = 2. Laat, om het maximum van de absolute waarde van де tweede en 
de vierde afgeleide van /1 + 9x* op [0, 2] te vinden, de beide afgeleiden tekenen op 
je computerscherm. Lees daar de waarden af. 


Plot de grafiek van de functie f(x) = 1 + 9x*. 

Geef de benadering van de integraal met behulp van de trapeziumregel. 
Geef de benadering van de integraal met behulp van de regel van Simpson. 
Vergelijk het aantal benodigde intervallen bij beide methoden. 


ИШИ ^: 


Do E o 
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н З 


4.54  Deslingertijd T van een slinger met lengte / en massa m wordt voor kleine uitwijkingen 
bij benadering gegeven door: 


T, 2 NE 
= т - 
> 4 


De exacte slingertijd van een slinger met lengte /, massa m en maximale uitwijkings- 
hoek o, wordt gegeven door de formule: 
ni2 


e spe 


a Bereken met de regel van Simpson met n — 8 een benadering van de exacte slingertijd 
Tą. Neem /= g, dit is een slinger met een lengte /= 9,81 m, en neem o, = 30°. 

b Vergelijk de uitkomst van de benaderde slingertijd Т, met de exacte slingertijd T 
Hoe groot is de relatieve fout? 


4.55 In tabel 4.8 is de uitstroom van een pijp op verschillende tijdstippen gegeven. 


Bereken met behulp van de herhaalde trapeziumregel de hoeveelheid water die van 
12.00 tot 14.00 uur uit de pijp stroomt. 


4.56 
Figuur . 


18 De afstand van de weg langs de X-as tot de rivier 


Mj 
Le 
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Richardsoncorrectie 


voor de trapeziumregel 


Vraagstuk 


4.57 


Twee elkaar loodrecht kruisende wegen еп een rivier omsluiten een stuk land waarvan 
de oppervlakte berekend moet worden. Vanaf één van de wegen wordt de afstand tot 
de rivier gemeten. Zie figuur 4.18. In tabel 4.9 zijn de afstanden f(x) tot de rivier weer- 


gegeven voor punten die een afstand x van het kruispunt van de wegen verwijderd 
zijn. 


Bereken met de herhaalde regel van Simpson de oppervlakte van het stuk land. 


Door op een handige manier gebruik te maken van de formules om de fout 
te schatten bij de trapeziumregel met 2л en met n intervallen is af te leiden 
dat de bepaalde integraal opmerkelijk nauwkeurig benaderd wordt als we de 
trapeziumregel 13, met 2n intervallen op de volgende manier corrigeren: 


1 1 
1 I7, = 
IER T 
3 
1 1 


anc 


De correctieterm heet de Richardsoncorrectie bij de trapeziumregel. 


Op eenzelfde manier is af te leiden dat de bepaalde integraal opmerkelijk 
nauwkeurig benaderd wordt als we de regel van Simpson /3, met 27 interval- 
len op de volgende manier corrigeren: 


[ETE 
Ba 
y 15 


p dg 
n 


De correctieterm is de Richardson-correctie bij de regel van Simp- 


son. 
2 


1 
Gegeven de bepaalde integraal: E 


1 


Definieer de correctieterm U(a, b, n) met behulp van de trapeziumformules T(a, b, n) 
en T(a, b, n/2) voor even waarden van n. 


b Bereken met U(a, b, n) de gecorrigeerde waarde van voorgaande integraal voor n — 8. 


- 


Bereken de exacte waarde van de integraal. Bepaal bij de gecorrigeerde benadering in Н 
b het aantal correcte cijfers achter de komma. Hoeveel cijfers achter de komma wer- | 
den in paragraaf 4.3.1 bij de benadering zonder correctieterm gevonden? H 
Definieer de correctieterm V(a, b, n) met behulp van de formule van de regel van 

Simpson S(a, b, n) en S(a, b, n/2) waarbij n een veelvoud van 4 is. | 
Bereken met V(a, b, n) de gecorrigeerde waarde van voorgaande integraal voor п = 8. 

Bepaal bij de gecorrigeerde benadering in e het aantal correcte cijfers achter de - 
komma. Hoeveel cijfers achter de komma werden in paragraaf 4.3.2 bij de benadering - 
zonder correctieterm gevonden? 
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Samenvatting 


In leereenheid 4.1 maakten we kennis met een methode om numeriek door 
middel van de Riemannsom een bepaalde integraal te benaderen. We deden 
dat door gebruik te maken van rechthoekjes. Deze methode heet wel de 
'(herhaalde) rechthoekregel' of ook wel de ‘methode van Euler’. In deze leer- 
eenheid werd een tweetal numerieke methoden geintroduceerd. Eerst de 
(herhaalde) trapeziumregel, waarbij de bepaalde integraal numeriek bena- 
derd wordt door gebruik te maken van trapezia. Vervolgens hebben we de 
(herhaalde) regel van Simpson gebruikt, waarbij de integraal numeriek bena- 
derd wordt door gebruik te maken van oppervlakten onder kwadratische 
krommen. 

In het algemeen zal de nauwkeurigheid van het resultaat van een numerieke 
benadering met eenzelfde aantal deelintervallen bij het gebruiken van de 
rechthoekregel en de trapeziumregel weinig verschillen. De regel van 
Simpson geeft een duidelijk beter resultaat, zoals we theoretisch en ook met 
voorbeelden hebben aangetoond. Daarbij maakt het aan programmeerwerk 
niet veel uit of je de regel van Simpson gebruikt of de andere twee metho- 
den. De populariteit van de methode is daarmee te verklaren: het combi- 
neert eenvoud met nauwkeurigheid. 


Toets 


Gegeven: De verzameling van alle integreerbare functies. 

Bewering: De regel van Simpson geeft, met eenzelfde aantal deelintervallen, altijd een 
betere benadering dan de trapeziumregel. 

Is deze bewering juist? 


+1 


Gegeven de bepaalde integraal: J |x] dx 
-1 
Bewering: De functie is lineair, dus zowel de trapeziumregel als de regel van Simpson 
geeft voor n — 2 een exact resultaat. 
Is deze bewering juist? 


Gegeven: De verzameling van derdegraads functies. 
Bewering: De benadering met de trapeziumregel geeft altijd een exact resultaat. 
Is deze bewering juist? 


3 
Gegeven de bepaalde integraal: | |x- 2| ах 
о 
Bewering: De fout bij de benadering voor n = 2 met de trapeziumregel is gelijk аап 


0,5. 
Is deze bewering juist? 


3 


Gegeven de bepaalde integraal: | |x— 2| dx 
о 


Bewering: De regel van Simpson geeft voor n = 2 het exacte resultaat. 
Is deze bewering juist? 
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2 


Gegeven de bepaalde integraal: | (x? — 5) dx 
о 


Bewering: Het aantal deelintervallen dat ten minste nodig is om ervoor te zorg 


de benadering met de trapeziumregel drie cijfers achter de komma nauwkeurig is, 
gelijk aan 40. 


Is deze bewering juist? 
2 


Gegeven de bepaalde integraal: | (х* + 2) dx 

о 
Bewering: Het aantal deelintervallen dat ten minste nodig is om ervoor te zorgen dat 
de benadering met de regel van Simpson twee cijfers achter de komma nauwkeurig is, 


is gelijk aan 6. 
15 deze bewering juist? 


Gegeven is de snelheid van een voorwerp op verschillende tijdstippen, zie tabel 4.10. 


Loos en Е vs 


Bewering: De trapeziumregel geeft (afgerond op twee cijfers achter de komma), als de b 
afgelegde weg: 25,00 m. 
Is deze bewering juist? 


Gegeven: tabel 4.10. 

Bewering: De regel van Simpson geeft (afgerond op twee decimalen), als de afgelegde 
weg 25,00 m. 

Is deze bewering juist? 


MUNI ege 
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Toepassingen van 


de integraalrekening 


eo In de voorafgaande leereenheden van dit hoofdstuk zijn nog maar weinig 
Bij een gerichte keuze toepassingen van de integraalrekening aan de orde gekomen. In deze leer- 
zal de leereenheid eenheid maken we dat goed. We bekijken een aantal praktische toepassingen 


gemiddeld ongeveer ер een aantal toepassingen uit de wiskunde zelf. De differentiaal- en inte- 

GE graalrekening blijkt een machtig rekentuig om deze problemen aan te pak- 
ken. Niet alle onderwerpen zul je in je studie nodig hebben. Het is daarom 
moeilijk aan te geven hoeveel tijd er nodig is voor deze leereenheid. 


Praktijksituatie 

In de inleiding van dit hoofdstuk werd een voorbeeld gegeven waarbij een ket- 
ting met daaraan een emmer gevuld met beton vanaf de begane grond naar 
het dak van een gebouw met een hoogte van 40 meter wordt opgetrokken. 
Gegeven was dat de massa van de emmer gelijk is aan 100 kg en de massa van 
de ketting per lengte-eenheid gelijk аап и = 1 kg/m. Voorde emmer gevuld met 
beton is de arbeid die nodig is voor het optrekken, gemakkelijk te berekenen. 
Voor de 40 meter lange ketting was dat toen nog niet mogelijk. Met de ken- 
nis van de integraalrekening uit de voorafgaande leereenheden kunnen we de 
benodigde arbeid W nu wel berekenen. 


Analyse 

Om de arbeid W te berekenen om 
een voorwerp in verticale richting 
tegen de zwaartekracht in over een 
afstand л te verplaatsen, beschik- 
ken we over de formule: 


Figuur 4.19 Een ketting van 40 m lang die 
wordt opgetrokken 


1» 


es 


WE 7 KE 

W = mgh E 4-2 
waarbij т de massa en g = 10 m/s? S 

de versnelling van de zwaarte- S 

kracht. Om de formule te kunnen J Azi 
gebruiken, moet m een puntmassa S 

zijn, en datis bij de ketting niet het [- 

geval. Om toch deze formule te B Iz 


kunnen toepassen, verdelen we de 
ketting in een groot aantal van n 
aaneengesloten stukjes, elk met 
een lengte Az, waarbij we het aan- 
tal stukjes zo groot en daarmee de 
lengte van een stukje zo klein ne- 
men, dat we een stukje als een 
puntmassa mogen beschouwen. 


Oplossingsschema 
1 Bereken voor het ke stukje [z;, z + Az] de arbeid AW, die moet worden 


verricht om het te verplaatsen over de afstand 40 — z naar het dak. 


(Zie figuur 4.19.) 
2 Sommeer nu de arbeid die verricht moet worden om de л stukjes ketting 


naar het dak op te trekken. 
3 Laat het aantal intervallen n naderen naar oneindig, en stel de bepaalde 


integraal op. 
4  Bereken ten slotte de integraal. 


Uitwerking 
1 AW‚=(uÂz):g:(40—z) 


2 W= Ў (ил2):5:(40-2) 
kel 40 


3 W=lim У WAZ) -g-(40-2)= [ «240-22: 


пэ œ k= 
о 
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е ева we in het begin van dit hoofdstuk de ar- 
ar het dak van het gebouw te trekken al berekend. Dit 
.00 0J. e totale arbeid om de emmer met beton en de ketting naar het 
te trekken is dus 8.000 + 40.000 = 48.000 J. 


4.4.1 De arbeid verricht door een kracht 


| 

| Een voorwerp ondervindt vanuit een punt О (de oorsprong) een afstotende 
| kracht, die omgekeerd evenredig is met het kwadraat van de afstand r van 
het voorwerp tot O: 


k 


Ком = => 


Gevraagd de benodigde агреіа W om het voorwerp te verplaatsen van ееп 
punt A op een afstand L van О naar een punt B op een afstand 3L van О, dus 
halverwege A en O. (Zie figuur 4.20.) 


Analyse 
De enige formule waarmee we de arbeid W kunnen berekenen nodig om een 
voorwerp door middel van een kracht F over een afstand s te verplaatsen, is: 


WzF-.s 


Voorwaarde is dan echter wel dat de kracht tijdens de verplaatsing constant 
is, en dat is in dit geval niet zo. Om toch deze formule te kunnen toepassen, 
verdelen we de weg van A naar B in een groot aantal van n aaneengesloten 
deelintervallen, elk met een lengte Ar, waarbij we het aantal intervallen zo 
groot en daarmee de lengte van een interval zo klein nemen, dat we de 
kracht bij de verplaatsing van het voorwerp over een deelinterval Ar con- 
stant mogen veronderstellen. 


Oplossingsschema 

1 Bereken voor het к=“ deelinterval [r,, г, + Ar] de arbeid AW, die we moe- 
ten verrichten om het voorwerp te verplaatsen over de afstand Ar. Neem 
voor de benodigde kracht: Е, = — P . (De afstotende kracht is naar rechts 

k 

gericht, in de positieve X-as richting, de kracht die wij moeten uitoefenen 
naar links en bijgevolg negatief.) 

2 Sommeer nu de arbeid die nodig is om de r deelintervallen te doorlopen. 

3 Laat het aantal intervallen п naar oneindig naderen, en stel de bepaalde 
integraal op. 

4 Bereken ten slotte de integraal. 
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Uitwerking 


k 
1 AW 


n k 
Vak 2 --2`47= 


п» = kel 
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SERR 


Wanneer we de arbeid willen berekenen die we moeten verrichten bij de ver- 
plaatsing van het voorwerp van A naar O, dan vinden we: 


= (@-@)-— 


Het is dus onmogelijk het punt О te bereiken. 


Vraagstukken 4.58 De kracht waarmee twee massa's m, en m; op een onderlinge afstand s elkaar aantrek- 
mm 


2 х 
z, Waarin С ае 
5 


Кеп, wordt weergegeven door de wet van Newton: F = С. 
zogenoemde gravitatieconstante is. 

a Als de onderlinge afstand gelijk is aan a, wat is dan de arbeid die nodig is om die af- 
stand te verdubbelen? 

b Eénvan de massa's bevindt zich in een punt O. Wat is de arbeid die nodig is om de an- 
dere massa, die zich op een afstand a van O bevindt, naar het oneindige te verplaatsen? 


4.59 De kracht die nodig is om een veer uit te rekken is evenredig met de verlenging van de 
veer (de wet van Hooke): F= К. s, waarbij k [Nm”'] de veerconstante en s [m] de ver- 
lenging van de veer is. 

а Als de veer over een lengte s uitgerekt is, wat is dan de arbeid die nodig is om de veer 
over een extra afstand ds uit te rekken? 

b Watis de arbeid die nodig is om de veer vanuit de ongerekte toestand (s = 0) over een 
lengte van 0,5 [m] uit te rekken? Neem К = 200 [Nm-]. 


4.4.2 Waterdruk in een reservoir 


Een tank met vierkante 
horizontale doorsnede van Figuur 4.21 Vierkante tank gevuld met water 
2 bij 2m en met hoogte 2,5 m 
is tot een hoogte van 1,5 m 
gevuld met water, zie figuur 
4.21. Gevraagd de horizon- 


tale kracht die het water op 25m 
een van de verticale wanden 
van de tank uitoefent. 
Akz 
Analyse 
De waterdruk op een wand Ze 


op een diepte van d[m] 
beneden de waterspiegel н 
wordt gegeven door de formule: 


P-p,-$:d 


Hierin is p„ = 1.000 kg/m? de dichtheid van water en g = 9,81m/s? de 
versnelling van de zwaartekracht. 
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Opdracht 


Kracht is druk maal oppervlak, maar de druk is hier een fun n 
hoogte. Daarom verdelen we in gedachten de verticale wand in een zeer 
groot aantal aaneengesloten horizontale strookjes elk met verticale — > 
breedte Az, waarbij we de verticale breedte van de strookjes zo klein veron- 
derstellen dat de waterdruk over zo’n strookje als zijnde constant mag wor- — 
den beschouwd. 


Oplossingsschema 

1 Verdeel de verticale wand in een zeer groot aantal aaneengesloten hori- 
zontale strookjes met verticale afmeting Az en bereken voor het strookje 
op een hoogte z de kracht A,F die door het water wordt uitgeoefend. 

2 Sommeer nu de krachten die door het water op alle horizontale strookjes 
worden uitgeoefend. 

3 Laat het aantal strookjes naar oneindig naderen en stel de bepaalde inte- 
graal op. 

4 Bereken ten slotte de integraal. 


| 
| 


Uitwerking 
1 Hetk-" strookje heeft een oppervlakte А,О = 2- Az en ligt op een diepte 
1,5 — z, zodat voor de kracht op de strook geldt: 


A,F = 1000 - 0,981 - (1,5 —2)- 2: Az 


2 F= XAF- ),9810-(15—2)-2-Az 
К=1 kel 


LS 


3 F=lim У 9.810: (1,5-2) :2.А2= [ 5510: 05-224 
n æ kel 
о 
1,5 


4 F= 10:05-20:24 


LS 
0 


= 19.620. fas = z)dz 
о 
1,5 
= 19.620 - [- 2 (1,5 - 2)2], 
= 19.620 · 1,125 
= 22.072,5 № 


Вегекеп de kracht die het water 
uitoefent op de bodem van de 
cilinder in figuur 4.22. 


Vervolgens willen we de 
arbeid berekenen om de 
tank leeg te pompen. De ar- 
beid nodig om een voor- 
werp met massa m in verti- 
cale richting, tegen de 
zwaartekracht in, over een 
afstand h te verplaatsen, is 
gelijk aan: 


W=m-g-h 


4.4 Toepassingen van de integraalrekening 405 


arbeid 


Vraagstukken 


4.60 


4.61 a 


Om de arbeid te berekenen die nodig is om de tank leeg te pompen, verdelen 
we de cilinder in een zeer groot aantal cilindrische plakjes met water. Een 
cilindrische plakje op een hoogte z en met dikte Az heeft een volume: 


A,„V=4- Az 
De massa van dit cilindrische plakje water is: 
A,m^ Ba: 4- Az 


De arbeid die nodig is om dit cilindrisch plakje water 2,5 — z meter in verti- 
cale richting uit de cilinder over de rand van de cilinder te pompen is: 


AW = p„:4:Az:g: (2,5 — 2) 


waarbij g de versnelling van de zwaartekracht is. Laten we dikte Az van de 
cilindrische plakjes tot nul naderen, dan vinden we in de limietovergang de 
werkelijk verrichte arbeid om de cilinder leeg te pompen: 

1,5 


W= SEH 
о 


1,5 


bd ER [e5-2« 
о 


=р,:4:5:[-20,5 – 22° 
= pw ' 4 - 8 - 2,625 = 103,005 kNm 


Gegeven een zwembad met een lengte van 150 meter, een breedte van 20 meter en 
een diepte van 2,5 meter. Er staat 2 meter water boven de bodem van het zwembad. 
Wat is de kracht op de bodem van het zwembad ten gevolge van de waterdruk? 

Wat is de kracht op de verticale wanden van het zwembad ten gevolge van de water- 
druk? 


Bereken de arbeid die nodig is om het zwembad uit vraagstuk 4.61 leeg te pompen. 
De prijs van 1 kWh bedraagt € 0,50. Hoeveel kost het om het zwembad leeg te 
pompen? 


4.4.3 Vloeistofstroom door een buis 


Door een rechte buis met een 
dwarsdoorsnede van 100 cm? 
stroomt water met een snelheid 
van v(t) = (10 + 0,5 · t) m/s. 
Gevraagd wordt hoeveel water er 
gedurende 40 seconden, gere- 
kend vanaf t = 0, door de dwars- 
doorsnede stroomt. 
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Analyse 

Als er door een buis water stroomt met een constante snelheid van v [m/s], 
dan zal er per seconde у. A [m?] door de dwarsdoorsnede met een opper- 
vlakte A [m?] stromen, zie figuur 4.23. Na een tijdsperiode van t [s] passeert 
dan V= v- А. t [m?] water de dwarsdoorsnede. 


Oplossingsschema 

1 Omdat in dit voorbeeld de snelheid van het water niet constant is, kun- 
nen we de formule V — v - А. t niet rechtstreeks toepassen. Verdeel 
daarom het tijdsinterval [0,40] in een groot aantal aaneengesloten kleine 
tijdsintervallen [2,,, + At]. De lengte At van het interval wordt zo klein 
wordt verondersteld, dat de snelheid gedurende dat tijdsinterval wel in 
goede benadering constant is. Bereken voor het k-* tijdsinterval met 
behulp van de formule V = v - А. At de hoeveelheid water die door de 
dwarsdoorsnede van 100 cm? = 0,01 m? stroomt. 

2 Sommeer vervolgens de waterhoeveelheden van alle tijdsintervallen. 

3 Laat het aantal tijdsintervallen naar oneindig naderen (en daarmee 
At naar О) en stel de bepaalde integraal op. 

4 Bereken ten slotte de integraal. 


Uitwerking 
1 A,V-v(tj)-001- At= (10 +0,5 - t) - 0,01 - At 


2 Ve У А„У= У) (10-0,5-t)-0,01-At 
kel kel 


40 


3 V-lim У (1040,5-£)-001-At- Гаооз о-оо 


n= æ kel 
40 9 


4 V= f ао+оѕ-о-0ота 
о 


= 0,01 - [10t-- 3 . 0,5 - t] 


40 
0 
= 0,01(400 + 1 - 1600) - 0 

=8 т? 


Vraagstukken 4.62 Olie stroomt vanaf het tijdstip t = 0 door een buis met een snelheid van: 40 (1 + 2 NA) 
[m/s]. De diameter van de buis is 7 mm. Bereken de hoeveelheid olie die vanaf t = 0 in 


één uur door de buis is gestroomd. 


4.63 Olie stroomt door een buis met een constante diameter van 14 cm. Van t = 0 tot 
t= 10 s wordt de snelheid van de olie gegeven door: 0,16 - t(20 — t) [m/s]. Van 
t = 10s tot t= 20 s heeft de olie een constante snelheid van 16 m/s. Bereken de hoe- 


veelheid olie die in 20 s door de buis is gestroomd. 


III 


4.64 Еепгіуіегіѕ 10 meter breed en heeft over de gehele breedte een diepte van 4 meter. De 
stroomsnelheid van het water is 1 meter per minuut. De rivier kan worden afgesloten 
door een schuif die in horizontale richting loodrecht op de stroomrichting beweegt 
met een snelheid van 2 meter per minuut. Tijdens het sluiten nemen we aan dat de 
hoogte van het water gelijk blijft aan 4 meter en dat de snelheid van het water gelijk 


blijftaan 1 meter per minuut. 
Bereken de hoeveelheid water die tijdens het sluiten van de schuif langsstroomt. 


4.4 Toepassingen van de integraalrekening 407 


4.4.4 Het volume van een omwentelingslichaam 

In figuur 4.24 is een omwentelingslichaam getekend dat ontstaan is door 
wenteling van de grafiek van een continue functie f om de X-as tussen de 
grenzen x = a en x — b. 


Figuur 4.24 Volumebepaling van een omwentelingslichaam 


Tec 
$- T 
9р5. 


T 


b sz 


Om het volume van het lichaam te bepalen, denken we het lichaam verdeeld 
in n even dikke plakjes evenwijdig aan het Y,Z-vlak. Voor het volume A, V 
van het plakje op het interval e, x,] geldt, bij benadering: 


АУ = т. f?(x,) - Ax 


We hebben hierbij het plakje opgevat als een cilinder met constante straal 
f(x). Voor het totale volume V van het lichaam tussen de grenzen x =a en 
х= b geldt dan, eveneens bij benadering: 


Ve У AV= У т.) An — (n-(b-a)/Ax 


Laten we nu de breedte Ax van de plakjes tot nul naderen, dan vinden we in 
de limietovergang het volume van het omwentelingslichaam: 


b 
V= lim У m.f?(x)- Ax= [rra 


ne kel 
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Opdracht 


Neem f(x) constant. Bereken het volume van het omwentelingslichaam dat ontstaat 
door f te wentelen om de X-as tussen de grenzen x = aen x = b. Wat voor een figuur 
ontstaat er door de wenteling? 


Voorbeelden 4.21 


1 We berekenen het volume van een 
bol met straal R door de grafiek van 
de functie f(x) = JR? — x? tussen de 
grenzen x = -Ren х = +R te wente- 
len om de X-as. Zie figuur 4.25. 


We vinden: 


2 In figuur 4.26 sluiten de 
grafieken van de functies 
Қх) = 4 – (х – 3)?епд(х) = 3 
een oppervlak О іп. We laten dit 
oppervlak wentelen om de X-as. 
Hierbij ontstaat een ring met 
volume V. We denken O ver- 
deeld in verticale strookjes, die 
bij de omwenteling platte ringen 
vormen. 
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LIH mm 


2 
-[D6 - 3x5 + 4х3 — 30x? + 16x]; 


32 jp c ERR 
acm 9715/75 7 


Vraagstukken 4.65 Door de wenteling van de rechte door de oorsprong met richtingscoëfficiënt R/h tus- 
sen de grenzen x = 0 en x= Rom de X-as verkrijgen we een kegel met hoogte hen een 
cirkel met straal R als grondvlak. Bereken het volume van de kegel. 


4.66 ` Bereken het volume van het omwentelingslichaam dat ontstaat door de functie 
f(x) = cos x tussen de grenzen х = Оеп х = 7/2 te wentelen om de X-as. 
4.67 ` Bereken het volume van het omwentelingslichaam dat ontstaat door de functie 


f(x) = x? + 1 tussen de grenzen х = 0 en x= 3 te wentelen om de X-as. 


4.68 ` Het gemeenschappelijk oppervlak van de cirkels x? + y? = 16 
(middelpunt (0, 0), straal 4) en (x — 4)? + y? = 16 (middelpunt (0, 4), straal 4) wordt 
gewenteld om de X-as. Bereken het volume van het lichaam dat daarbij ontstaat. 


4.4.5 De booglengte van een kromme 


booglengte Intuitief weten we dat een kromme y(x) tussen twee punten A en B een ze- 
kere lengte heeft. In de praktijk kunnen we deze benaderen door de som van 
de lengten van een aantal koorden met uiteinden op de kromme. Wiskundig 
wordt deze lengte gedefinieerd als de limiet van de som van de lengten van 
de koorden tussen A en B, als we het aantal koorden onbeperkt laten toene- 
men. Zie figuur 4.27. 
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Met behulp van de stelling van Pythagoras vinden we de lengte van een wil- 
lekeurige koorde PQ: 


РО = J/((A,x)? + (А, у)2) 


Of: 


Voor de lengte $,4 van de kromme tussen A en B geldt dan bij benadering: 


Ay V? р-а 
co fie EN AV n- 
S z = Ax 


Laten we A,x naar nul naderen, dan vinden we in de limietovergang de 
lengte van de kromme tussen A en B: 


b 


n NN А 33 ` 
a im S aha all 
2547 k=l Ах ах 


Opdracht 3 Neem у(х) constant. Bereken de lengte van de kromme tussen x = aen x = b. 


Voorbeelden 4.22 


1 We berekenen de booglengte s van de grafiek f(x) — ix Vx tussen x - 0 en 
х=ё: 


а 
Gegeven: y= $x/x, zodat: Z- Ух 


8 8 
Danis: s= [ef 1+хах 
о 0 


8 
= л +x d(1- x) 
о 


= (1+ х)32]0= 173 


2 We bereken de lengte van de cirkelboog s van de cirkel x? + y? = R? in het 
eerste kwadrant. 
dy 


= JR? — x?, zodat: — = SE 
Gegeven y= EEE JEE 
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Vraagstukken 


4.69 


4.70 


4.71 


4.72 


R 
x? 
- | Dez yz 
о 
R 
R2 — x2 x2 
- | ах 
RAN 2 
0 


X R 
=R. Е d =ўтК 


Bereken de lengte s van de lijn gegeven door de functie f(x) = 3xvan x= O tot x — 4. 


Bereken de lengte s van de boog van de lijn gegeven door de functie: 
f(x) = (x — 2)! vanx 2 2 tot x — 4. 


Bereken de lengte s van de boog van de lijn gegeven door de functie: 


т 27 
f(x) = In [sin x| van D tot ke 


Bereken de booglengte van de kromme x? — 2 In x — 4y = O tussen x= 1 en x= 3. 


4.4.6 Het zwaartepunt van een vlakke figuur 


De zwaartekracht werkt op een stoffelijk lichaam in het gravitatieveld van de 
aarde als een zogenoemde verdeelde kracht. Op elk van het zeer groot aantal 
deeltjes met massa Ат waarin we het lichaam verdeeld kunnen denken, 
werkt een kleine kracht Am - g. We willen nu al deze krachten vervangen 
door één kracht, de zwaartekracht F,. De plaats waar de zwaartekracht aan- 
grijpt, heet per definitie het zwaartepunt van het lichaam. 


In het volgende beperken we ons tot de berekening van de ligging van het 
zwaartepunt van homogene vlakke lichamen. Dit zijn voorwerpen die in een 
plat vlak liggen, bijvoorbeeld het X,Y-vlak, en overal evenveel massa per een- 
heid van oppervlakte bezitten. We beginnen met de behandeling van de lig- 
ging van het zwaartepunt van vlakke figuren. We kunnen die opvatten als 
vlakke homogene lichamen met een oppervlaktemassadichtheid van 

1 kg/m?. 
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Definitie 


Definitie 


We hebben het begrip 'statisch moment' uit de mechanica nodig. 


Het statisch moment van een puntmassa met massa m ten opzichte van een lijn op. 
kortste afstand r van die puntmassa is gelijk aan m - r. 


Analoog definiéren we: 


Het statisch moment van een oppervlakte-elementje (van een vlakke figuur) met op- 
pervlakte AO ten opzichte van een lijn (in het vlak van de vlakke figuur) op af- 


stand ris gelijk aan ЛО. г. 


Voordat we het statisch moment berekenen van een vlakke figuur ten op- 
zichte van de Y-as, beschouwen we eerst figuur 4.28. In deze figuur is een 
vlakke figuur ABFE weergegeven, begrensd door de grafiek van de continue 
functie f, de X-as en de rechten x= a en x =b. 


Eerst verdelen we ABFE in п verticale stroken, elk met een breedte A, Een 
verticaal strookje op een afstand x, van de Y-as heeft bij benadering een op- 


pervlakte АО: 


A,O0 — f(x) - Ax | 
| 
| 


Het statisch moment ten opzichte van de Y-as van het verticale strookje op 
een afstand x, van de Y-as is dan bij benadering gelijk aan: 


AS, = x, AO = x, - f(x.) - Ax 


Het statisch moment ten opzichte van de Y-as, weer bij benadering, van 
АВЕЕ is dan gelijk aan: 


буе 2. хр.) Ax  (n=(b-a)/Ax) 
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Opdracht 


Het statisch moment ten opzichte van de Y-as van ABFE is dan gelijk aan: 


b 
n 


$,- lim х, f(x) - Ax= E - f(x) dx 
Aua kel 


Een rechthoek met hoekpunten (0,0), (a, 0), (a, b) en (0, b) ligt in het eerste kwadrant. 
Bereken het statisch moment ten opzichte van de Y-as. 


Om het statisch moment van een vlakke figuur ten opzichte van de X-as te 
berekenen, beschouwen we een vlakke figuur CDFE begrensd door de grafiek 
van de functie p: x = p(y), de Y-as en de rechten у= c en y =d. Zie figuur 
4.29. 


We verdelen CDFE in п horizontale stroken, elk met een breedte Ay op een 
afstand y, van de Y-as. Een horizontaal strookje op een afstand y, van de 
X-as heeft bij benadering een oppervlakte A, O: 


AO = ly) - Ay 


Het statisch moment ten opzichte van de X-as van het horizontale strookje 
op een afstand y, van de X-as is dan bij benadering gelijk aan: 


AS,—y,: AkO = pj: (у) · Ау 


Het statisch moment ten opzichte van de X-as, weer bij benadering, van 
CDFE is dan gelijk aan: 


n 


5,= È y. eg: Ay — (n-(b-a)/Ax) 
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Opdracht 


A 


Het statisch moment ten opzichte van de X-as van CDFE is dan gelijk aan: | 
S d 
5,= lim ‚> Ук: Ф(уд-Ау= |» (у) dy 


A,y—0 
с 


Een rechthoek met hoekpunten (0,0), (a, 0), (a, b) en (0, b) ligt in het eerste kwadrant. 
Bereken het statisch moment ten opzichte van de X-as. 


Onder het statisch moment ten opzichte van de Y-as van een vlakke figuur 
begrensd door de grafieken van de continue functies f, en f; en de rechten 
х= аеп x = b, verstaan we het statisch moment ten opzichte van de Y-as van 
de vlakke figuur begrensd door de grafiek van de verschilfunctie | f; = f|, de 
X-as en de rechten x =a en x = b. (Zie figuur 4.30.) 


b 


$,- | x - If, — fol dx 


а 


Figuur 430 Bepaling Syvan 
tussen x=aenx=b ` SC? 


Onder het statisch moment ten opzichte van de X-as van een vlakke figuur 
begrensd door de grafieken van de continue functies e, en e; en de rechten 
у= c en у= d, verstaan we het statisch moment ten opzichte van de Y-as van 
de vlakke figuur begrensd door de grafiek van de verschilfunctie le; = esl, 

de Y-as en de rechten y ^ c en y — d. (Zie figuur 4.31.) 


d 
S= |» > Je, Di — Ф200) dy 
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Figuur 4:31 Bepaling Sx van een vlakke figuur begrensd door twee grafieken van functies 
tussen у= сепу =d 


Y 


Voorbeeld 4.23 
We berekenen $, en $, van de vlakke figuur begrensd door de Y-as, de para- 
bool y = x? + 1 en de raaklijn aan de parabool y = 2x, zie figuur 4.32. 


Figuur 4.32 Bepaling van Sx en Sy 


De parabool is de grafiek van f, (x) = x? + 1 en de raaklijn is de grafiek van 
Р(х) = 2x. We vinden: 


1 1 1 


S= [лод полах ЕТЕ СЕГЕ 
о 


о о 


1 
= Па 2х2 Ee 
Batt 3х IS 12 
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Stelling 


Definitie 


Voor S, gaan we nu als volgt te werk. Uit у = 2x volgt x = Jy, dus ess by. 


Uit y 7 х2 + 1 volgt x= Jy — 1, maar x is alleen gedefinieerd voor waarden 
van y groter dan 1, dus wordt e, (у) gedefinieerd door: 


| Уу – 1 voor уіп [1,2] 


0 уоог уіп [0, 1] 


Omdat e, op de intervallen [0, 1] en [1, 2] verschillende functies voorstelt, 
moet de integraal S, worden gesplitst: 


2 


Le 
I 


x [ein - (у) dy 
о 


1 2 


= [var-oars [var Jr Day 


о 1 


1 2 2 


= Iso: EZZ eng 
о 


1 о 
2 


= [13], z Dat | ууу 14у (stelt=y- 1) 
1 


1 


=4- [e+ 1) га: 


о 


; 1 
= 4 [252 + чав = 


15 


b 


Uit de definitie $, = [ar (x) — fo(x)|dx volgt direct, dat als een vlakke 


a 


figuur begrensd door de grafieken van de functies f, en f; en de rechten P 
x= a en x = b symmetrisch is ten opzichte van de Y-as, het statisch moment 


van de figuur ten opzichte van die as nul zal zijn. Immers over het integratie- 
interval [a, b] wordt elke positieve bijdrage gecompenseerd door een even 
grote maar negatieve bijdrage. Er geldt dan de volgende stelling: 


Het statisch moment van een vlakke figuur ten opzichte van een symmetrieas is 


nul. 


Met behulp van de statische momenten gaan we nu het zwaartepunt van een 
vlakke figuur definiëren. 


Het zwaartepunt Z(x,, yz) van een figuur in het XY-vlak met oppervlakte О is het 
punt in het vlak waarvoor geldt: 
5, 


en у;= 


2; 
o 


Xz= 
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Zwaartepunt 


Stelling 


Opdracht 
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Ze o 


Het zwaartepunt op deze manier gedefinieerd, komt overeen met het begrip 
zwaartepunt in de mechanica wanneer de vlakke figuur homogeen is, dat wil 
zeggen overal evenveel massa per oppervlakte-eenheid bezit. Het onmiddel- 
lijke gevolg van de laatste stelling en de definitie is de volgende stelling: 


Het zwaartepunt van een vlakke figuur ligt op alle symmetrieassen van de figuur. 
Een rechthoek met hoekpunten (0,0), (a, 0), (a, b) en (0, b) ligt in het eerste kwadrant. 
Zie de opdrachten 4 en 5. Bereken de ligging van het zwaartepunt. 


Voorbeeld 4.24 


Van de halve cirkel in figuur 4.33 berekenen we de statische momenten 
$, en $,. Vanwege de symmetrie is $, = 0. 


Figuur 4.33 Bepaling S, 


I m 
Ук. 


и 


R 


5, = [›- Je, Di — (уу 


о 


R 
[>( [R2 — y? + n? — у?) ау 
o 
R 


[or crap 


о 


R 
-- | /R? — у2а(к2 – уз) 


о 


= [-2 (R2 = yy ZR? 


Vervolgens berekenen we de coördinaten van het zwaartepunt Z: 


5, ZR? AR 


5, 


І 
о 
[t 
2B 

N 

| 


Vraagstukken 4.73 Bepaal de statische momenten en de ligging van de zwaartepunten van de volgende 
situaties. 
a De driehoek ingesloten door de X-as, de Y-as en de rechte lx*y-2-0. 
b De figuur ingesloten door de X-as, de Y-as en de kromme x = 4 — y? voor zover deze 
in het eerste kwadrant ligt. 
с De figuur ingesloten door de kromme y = x? — Іп xenderechtenx = 1 enx = 3en 
de X-as (alleen 5,). 


4.74 Gegeven een vlakke figuur begrensd door де kromme y = х + In х, de X-as en de 
rechten x = 1 enx = e. 
a Bereken het statisch moment ten opzichte van de Y-as. 
b Bereken de x-coórdinaat van het zwaartepunt. 


4.75 Gegeven een vlakke figuur begrensd door de X-as, de rechte tussen de punten (1, 1) 
en (4, 0) en de dalparabool met top (0, 0), die door het punt (1, 1) gaat. 
a Bereken het statisch moment ten opzichte van de Y- en de X-as. 
b Bereken de coórdinaten van het zwaartepunt. 


4.76 Bereken de coórdinaten van de zwaartepunten van de volgende figuren. 
a Hetoppervlak O van figuur 4.26. 
b De /figuur ingesloten door de grafieken van de functies f,(x) = x?en 
Р(х) = Jx tussen х= Оепх = 1. 


с Defiguur ingesloten door de grafieken van de functies f,(x) = x? — Zen f(x) = х. 


5 4.4.7 Het gebruik van computeralgebra 


Vraagstukken 4,77 In de praktijksituatie werd de arbeid berekend om een emmer met beton met een 
massa van 100 kg aan een ketting met een massa per lengte-eenheid van 1 kg/m naar 
het dak van een gebouw met een hoogte h = 40 m op te trekken. Dezelfde emmer 
met beton wordt met eenzelfde soort ketting naar het dak van een gebouw met een 


hoogte h = 80 m opgetrokken. 
a Hoeveel meer arbeid is nodig om de emmer met beton naar het tweemaal zo hoge dak 


op te trekken? 
b Hoeveel meer arbeid is nodig om de ketting op te trekken? Neem g = 10 m/s?. 


4.78 Van onderen uit een open vat met een straal R — 2 m stroomt water uit een opening 
met een straal г = 0,1 m. Het waterniveau in het vat is H = 5 m boven de opening. 
(Zie figuur 4.34.) Bij het dalen van het vloeistofniveau neemt de snelheid waarmee het 
water uit de opening stroomt, af. De snelheid wordt gegeven door de formule van 


Torricelli: 


r 2 
v(t) = 2-g:H-a: (7) t 


Bij g = 10 m/s? en de gegeven waarden van r, R en H luidt de formule: 
v(t) = 10 — 0,025 - t [m/s] 
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4.79 


4.80 


4.81 


Figuur 4.34 Het leegstromen van een vat 


Als de snelheid v(t) gelijk wordt aan nul, dan is het vat leeggestroomd. Bereken de tijd 
te waarin het vat leegloopt. 

Bereken hoeveel water er in t, seconden uit het vat is gestroomd door het product van 
de snelheid en de oppervlakte van de dwarsdoorsnede van de uitstroomopening te 
integreren van t = O tot t = |. 

De gevonden waarde uit b is gelijk aan de hoeveelheid water in het vat op het tijdstip 
t — 0. Bereken ook die waarde en controleer of beide hoeveelheden overeenstemmen. 
Bepaal de uitgestroomde hoeveelheid water als functie van t. 

Kies bij de integratie van de snelheid maal de oppervlakte van de dwarsdoorsnede in 
plaats van t een andere integratievariabele en kies t als bovengrens. 

Bereken de hoeveelheden die uit het vat zijn gestroomd in de tijdsintervallen [0, 3 t‚] 
еп [5 te, te]. 

Maak een grafiek van de uitgestroomde hoeveelheid water in t sec tegen t in het tijds- 
interval [O, t. ]. 


Een moessonbui valt op een vijver met een oppervlakte van 100 m?. De hoeveelheid 
regenwater die vanaf het tijdstip t = 0 op de vijver valt, wordt gegeven door de for- 
mule: 10 = cos (0,1 - m - t) [cm? - s*' - m-2]. Hoeveel regenwater valt іп 360 secon- 
den vanaf t — 0 op de vijver? Geef het antwoord in liters. 


Een voorwerp wordt met een snelheid у, = 10 m/s in horizontale richting weggewor- 
pen van een hoogte h = 125 m. De baan van het voorwerp is een parabool gegeven 
door de vergelijking y = 125 — 0,05x?. Bereken de lengte van de baan. 


Een hoogspanningskabel hangt tussen twee masten die op een onderlinge afstand van 
100 m staan. De beide ophangpunten bevinden zich even hoog boven de grond. De 
x-coördinaten van de masten zijn — 50 en + 50. De kabel beschrijft een zogenoemde 
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x 


23 e BAL т 
kettinglijn, met de vergelijking: y — EX Li E en Zie paragraaf 2.6.1. 


Bereken de lengte van de kabel. 


Sophie Germain (1776-1831) 


In 1801 had Gauss, één van de grootste wiskun- 
digen van zijn tijd, op 24-jarige leeftijd een be- 
langrijk boek over getaltheorie gepubliceerd, de 
Disquitiones Arithmeticae. In 1804 ontving hij een 
brief uit Frankrijk van de heer M. LeBlanc met 
daarin voor Gauss interessante resultaten op dit 
gebied van de wiskunde. Gauss was onder de 
indruk en er ontstond een levendige correspon- 
dentie tussen de twee. In 1807 kwam Gauss er 
tot zijn grote verrassing achter dat de naam van 
de ‘heer’ LeBlanc een schuilnaam was. De ware 
naam bleek Sophie Germain. Zij had de naam 
van een man aangenomen omdat zij vreesde als 
vrouw niet serieus genomen te worden. Hoe hij 
achter haar ware naam kwam? Het was de tijd 
van de Napoleontische oorlogen en de Fransen 
hielden delen van Duitsland, waaronder Göttin- 
gen waar Gauss woonde, bezet. Omdat zij zich 
zorgen maakte over Gauss nam zij contact op 
met een Franse generaal, een vriend van de fa- 
milie. Toen Gauss merkte dat een hem onbe- 
kende Germain zich voor hem had ingezet, 
kwam hij achter de ware identiteit van de ‘heer’ 


verder: к heb een waarlijk schitterend bewijs 
hiervan ontdekt, maar deze marge is niet groot 
genoeg om het te bevatten’. Hoe dat bewijs 
luidde, weten wij niet. De intrigerende uitspraak 
van Fermat zette generaties wiskundigen aan, 
het bewijs van de stelling te vinden. Dat werd 
pas in 1993 door de Engelse wiskundige Andrew 
Wiles geleverd. Zijn bewijs nam 200 pagina's in 


LeBlanc. De correspondentie werd nog vele ja- beslag. 

ren voortgezet. Ze hebben elkaar echter nooit Sophie Germain leverde ook belangrijke bijdra- 

ontmoet. gen aan problemen van de toegepaste wis- 

Sophie Germain leverde een belangrijke bijdrage kunde, in het bijzonder de theorie over de elasti- | 
citeit van trillende platen. In 1808 had de F 


aan de getaltheorie, bekend is zij om de 'stelling 
van Germain' bij de oplossing van de laatste stel- 
ling van Fermat. De stelling waar het hier om 
gaat werd door Pierre de Fermat in 1637 neerge- 
schreven in de kantlijn van een boek. Naast een 
vraagstuk over het splitsen van een kwadraat in 
de som van twee andere kwadraten schreef hij 
dat het splitsen van een macht van een getal in 
twee machten met dezelfde exponent alleen 
mogelijk is voor kwadraten, maar dat dit voor 
hogere machten niet mogelijk is. Dus dat 

a^ + b^ = c^alleen mogelijk is voor п = 2, bij- 
voorbeeld 32 + 4? = 52, |n de kantlijn schreef hij 


natuurkundige F.F. Chladni in Parijs experimen- 
ten laten zien, waarbij hij platen met daarop een 
fijn poeder in trilling bracht. Door de trilling wer- 
den er door het poeder op de platen bijzondere 
figuren gevormd. De Franse Academie van We- 
tenschappen loofde daarop een prijs in de vorm 
van een medaille van één kilo goud uit voor die- 
gene die een wiskundige theorie kon formuleren 
om deze figuren te verklaren. In 1816 won zij de 
prijs. Zij stierf in 1831, nog voor zij het eredocto- 
raat kon ontvangen van de Universiteit van Gót- 
tingen waarvoor Gauss haar had voorgedragen. 


4.4 Toepassingen van de integraalrekening 421 


Samenvatting 


In deze leereenheid maakten we kennis met een aantal praktische toepassin- 
gen van het integreren. Dit waren toepassingen uit de natuurkunde (veelal 
met basis in de mechanica) of meer wiskundig, zoals het berekenen van 
booglengten en zwaartepunten via statische momenten. Uitgaande van 
definities als arbeid = kracht x weg werden die toegepast op situaties waarin 
bijvoorbeeld de kracht langs de weg niet constant was. Algemeen waren in 
alle behandelde situaties simpele wetten of definities niet rechtstreeks 
toepasbaar, omdat een of andere grootheid in het probleem niet constant 
van grootte was. Daarom moest het probleem in vele gelijksoortige mini- 
probleempjes worden verdeeld waarbij de verandering van een bepaalde 
grootheid verliep volgens een gegeven functie. In de miniproblemen was de 
definitie of wetmatigheid wel toepasbaar, omdat de betreffende grootheid 
niet in grootte varieerde of in goede benadering constant kon worden veron- 
dersteld te zijn. Het sommeren van de resultaten van de miniproblemen kon 
telkens in een limietsituatie (oneindig veel keer toepassen van de definitie of 
wetmatigheid) worden omgezet in een bepaalde integraal. 


Toets 
x 
1 Gegeven de functie f(x) = —-- —. 
3 4x 
Bereken de booglengte van de 
kromme tussen x = 1 enx = 8. 
Figuur 4.35 Ellips met aslengten 2a en 2b 
x2 y? 
2 Gegeven de vergelijking ai * rois 1 


van een ellips. 


De punten (a, 0), (-a, 0), (0, b) en 
(0,—b) liggen op de kromme. 

Zie figuur 4.35. Bereken het volume 
dat wordt ingesloten door de ellips 
om de X-as te draaien. 


3 Gegeven de functie f(x) = (x — 4) - /x — 4. Bereken de booglengte van f tussen 
х= 4епх = 9. 
4 Bereken het volume van het gedeelte van een bol met straal А dat wordt 
ingesloten door de grafiek van de functie f(x) = /R? — x? tussen de grenzen 
= —} Ren x = +R te wentelen om de X-as. 
5 Gegeven de functie f(x) = NASA 
a Schets de grafiek van de functie. 


b Bereken de coórdinaten van het zwaartepunt van het lichaam begrensd door f, de 
positieve X-as en de positieve Y-as. 
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СӘ 6 a Bepaaldeconstanten a, ben cvan de parabool y — ax? + bx + c, zodat deze in het 
punt (37,1) dezelfde raaklijn en dezelfde kromming heeft als de sinuslijn y — sin x. 
b Produceer tevens een grafiek van de beide curven in de buurt van het raakpunt. 


397 In hoofdstuk 3 zijn twee problemen geformuleerd rond een geit die slechts de helft van 
een cirkelvormige respectievelijk een vierkante weide mocht afgrazen. Deze proble- 
men werden daar opgelost met behulp van een iteratieve methode voor het oplossen 
van een niet-lineaire vergelijking. Los deze problemen nu op via integraalrekening. 
Begin met de vierkante weide; stel een integraal op voor de oppervlakte met in de inte- 
grand de nog onbekende lengte r. Tracht door variëren van de waarde van r (trial and 
error) deze integraal de juiste grootte te geven. 

Eenzelfde methode is bruikbaar voor de cirkelvormige weide. 
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Eindtoets hoofdstuk 4 


x? 2 
1 Gegeven de vergelijking 2+ Уз = | vaneen ellips. 


De punten (a, 0), (-a, 0), (0, b) en (0,—b) liggen op de kromme. Zie figuur 4.35. 
Bereken de oppervlakte die door de ellips wordt ingesloten. 


2 Een auto rijdt met een snelheid van 100 kilometer per uur een helling van 30° op en 
men laat het gaspedaal los. Op de auto werkt dan alleen de zwaartekracht. Toon aan 
dat bij het oprijden van de helling: 

a De versnelling gelijk is aan -5 meter per seconde kwadraat. 
b De snelheid gelijk is aan 100 — 5t meter per seconde. 
Hoe ver komt de auto de helling op? 


3 Een tank is gevuld met een samendrukbare vloeistof. Hoe dieper in de tank, des te 
meer de vloeistof wordt samengedrukt. De dichtheid van de vloeistof zal op de bodem 
dan ook groter zijn dan boven in de tank. Het dichtheidsverval in de tank wordt gege- 
ven 

dp, -0,8x10? E й : 
door de formule: cm Hay [kg - т], waarin h de hoogte is, gemeten vanaf 
de bodem van de tank. Op de bodem is de dichtheid van de vloeistof p„ gelijk aan 
1,2. 10? kg/m?. De hoogte van de vloeistof in het vat is 2 m. 

a De verandering van de dichtheid per eenheid van hoogteverschil is bekend. Bereken 
de totale afname van de dichtheid als we van de bodem van de tank naar het water- 
oppervlak gaan, dat zich 2 meter hoger bevindt. 

b Bereken nu de dichtheid boven in het vat, uitgaande van de dichtheid op de bodem 
van het vat. 


4 X Eenketting met massa men lengte /ligt op de grond. 
a Men tilt de ketting op zodanig, dat een lengte x van de grond los komt en een lengte 
1 — x nog op de grond ligt. Wat is dan de kracht om іп die stand de ketting vast te hou- 
den? 
b Watis de arbeid die nodig is om de ketting vanuit die stand nog een extra stukje Ax 
van de grond te tillen? 
c Bereken de arbeid die nodig is om de gehele ketting van de grond te tillen. 


5 Een gelijkstroom Lo ontwikkelt in een weerstand R in een tijd teen hoeveelheid 


27 


warmte gelijk aan /2, - А - t [joule]. Bij een wisselstroom / = Imax - sin wt, met w= T 


max 


de (hoek)frequentie van de wisselstroom, en T de periode is de stroomsterkte niet con- 
stant. 


T 
a Bepaal de ontwikkelde warmte van de gelijkstroom lein een tijd D 


b Schets de grafiek van de wisselstroom / = Ia, - sin wt als functie van de tijd. 
c Bepaalde door de wisselstroom ontwikkelde warmte in een tijd At. Bepaal vervolgens 
de door de wisselstroom ontwikkelde warmte in een halve periode. 
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: T 
d Alsdeontwikkelde warmte van een gelijkstroom in een tijd 2 gelijk is aan de 


ontwikkelde warmte van een wisselstroom in eenzelfde tijdsperiode, hoe kan dan /,4 
uitgedrukt worden nl. 


max* 


De gemiddelde waarde p en de variantie с2 van een continue kansdichtheidsfunctie f, 
gedefinieerd op een interval [a, b], worden gedefinieerd als: 


b 


b 
Uz [= f(x)dx en о? = КЕТЕ 


а 


Пре 
De negatief exponentiële verdeling f(t) = — e ™ is gedefinieerd voor t = 0. 
m 


a Toon aan dat m het gemiddelde is van de verdeling. 
b Bereken de variantie van de verdeling. 


Bereken de lengte s van de boog van de kettinglijn, gegeven door de functie 

a х х 
f(x) = 5 (e? +e a) gemeten van het punt (0, a) tot een willekeurig punt (x,, y1) op 
de kromme. 


De bekende Russische wiskundige P.L. Tschebyschef heeft bewezen dat de integraal 
fx" - (a + bx”)Pdx met aen b ongelijk aan nul slechts in drie gevallen kan worden 
weergegeven met elementaire functies (primitiveerbaar is). Deze drie gevallen zijn: 
Т piseen geheel getal (positief, negatief of nul) 
m-41 
n 


is een geheel getal (positief, negatief of nul) 


т+1 


+ р is een geheel getal (positief, negatief of nul). 


+1 т+ 1 
of 


m H 
Als geen van de drie getallen p, +p een geheel getal is, dan moet 


men zijn toevlucht nemen tot numerieke methoden. 

Bepaal van de volgende integralen eerst of ze primitiveerbaar zijn door a, b, p, m en n 
te bepalen en de voorwaarden na te gaan. Bepaal dan, indien dit mogelijk blijkt, de 
primitieve met behulp van een computeralgebrapakket en daarna met behulp van die 
primitieve de bepaalde integralen over het interval [0,1]. Blijkt de integraal niet primiti- 
veerbaar, gebruik dan een numerieke methode uit dit hoofdstuk. 


1 
a —————- dx d Jx5-3/(1-- x3)? dx 
| SX TE 2/x2) 
3 
b = e |x. 3(1-+х3)2ах 
1-х 


ах 
у [жт 0): 
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Lijst van wiskundige symbolen 


= is gelijk aan 
is identiek met 


* is ongelijk aan 
= is ongeveer gelijk aan 
() verzameling 
\ verschil (van twee verzamelingen) 
[ ] gesloten interval 
09) open interval 
e] links open interval 
[) rechts open interval 
« kleiner dan 
= kleiner dan of gelijk aan 
> groter dan 
= groter dan of gelijk aan 
> als … dan, impliceert 
e is gelijkwaardig met 
A en 
V of 
[6..1 absolute waarde 
х,. vermenigvuldigen 
V worteltrekken 
// is evenwijdig met 
iL staat loodrecht op 
A driehoek 
2 hoek 
Dy graad (hoekgraad) 
rad radiaal 
1 integraalteken 
X sommatieteken 
II vermenigvuldigingsteken 
n! n faculteit 
In natuurlijke logaritme (met grondtal e) 
n 
ү ) n boven k (binomiaalcoéfficient) 
f(x) functienotatie voor functies van één variabele 
f(x,y) functienotatie voor functies van twee variabelen 
lim limiet 
lim linkerlimiet 
lim rechterlimiet 
xi 
A differentie 
d differentiaaloperator voor functies van één variabele 
ДЖ eerste afgeleide 


fe» n-de afgeleide 
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differentiaal 


differentiaaloperator voor functies van meer dan één variabele 


kromming 

kromtestraal 

benadering van f 

afbreekfout 

verzameling van natuurlijke getallen (met nul) 
verzameling van de gehele getallen 
verzameling van natuurlijke getallen zonder nul 
verzameling van de positieve gehele getallen 
verzameling van de negatieve gehele getallen 
verzameling van de rationale getallen 
verzameling van de positieve rationale getallen 
verzameling van de negatieve rationale getallen 
verzameling van de reéle getallen 

verzameling van de positieve reéle getallen 
verzameling van de positieve reéle getallen met nul 
verzameling van de negatieve reéle getallen 
verzameling van de negatieve reéle getallen met nul 
verzameling van de complexe getallen 

lege verzameling 

oneindig 

domein 

bereik 

statisch moment ten opzichte van de X-as 
statisch moment ten opzichte van de Y-as 
imaginaire eenheid 

reële deel van z 

imaginaire deel van z 

argument 


Grieks alfabet 


alfa 
bèta 
gamma 
delta 
epsilon 
zéta 
èta 
thèta 
iota 
x kappa 

lambda 

mu 

nu 

xi 

omicron 

pi 

rho 

sigma 

tau 

upsilon 
dh fi 

chi 

psi 

omega 


чо oo WR 


1-9 vue у) 
Ф 


а» 


ze 
E EX 6 Ee ч 
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Register 


abc-formule 21 
absolute waarde 80 
afgeleide functie 186 
afhankelijke variabele 78 
algebraïsche vergelijking 294 
arccosinusfunctie 94 
arcsinus 93 
arcsinusfunctie 93 
arctangensfunctie 96 
argument 162 

as van symmetrie 29 
asymptoten 32 


Babbage 188 
beginwaarde 26 

bepaalde integraal 342, 343 
bereik 78 

bergparabool 31 
binomiaalcoéfficiént 118 
binomium van Newton 116, 122 
bovengrens 343 

Briggse logaritmen 44 
buigpunt 251 

buigraaklijn 251 

Byron, Augusta Ada 314 


cirkelintegraal 350 
complexe getallen 158, 159 
complexe oplossing 167 
complexe vlak 167 
concaaf 250 

continu 152 

continuiteit 152 
convergent 146 
convergentiefactor 325 
convergentiesnelheid 327 
convex 250 

cosinus 54 
cosinushyperbolicus 266 
cosinusregel 55 
cotangens 54 

Coulomb, wet van 307 
cyclometrische functies 92 


dalend 247 
dalparabool 31 
Del'Hópital 253 


declinatie 74, 86 
deelverzamelingen 6 
Derive 283, 313, 330 
Descartes, René 42 
differentiaal 222 
differentiaalquotiént 184 
differentie 181 
differentieerbaarheid 192 
differentiequotiënt 182 
discontinu 152 
discontinuïteit 152 
discriminant 21 
divergent 146 
draaiorgels 328 
driehoek van Pascal 120 


eindige intervallen 6 
Euler, Leonhard 164 
expliciet 226 

exponent 18 
exponentiële functie 39 
extremen 248 


factoren 8 

Fermat, Pierre de 42 

Fibonacci, rij van 113, 174 

fitten 49 

formule van Binet 174 

foutschatting bij de regel van 
Simpson 392 

foutschatting bij de trapeziumregel 
390 

Francois Viète 42 

frequentie 58 

functie 76, 77, 84, 85 

functiebegrip 76 

functiewaarden 78 


Gulden Verhouding 113 


half-open interval 6 
halfwaardetijd 112 
halveringsformules 60 
halveringsmethode 297 
harmonische lopende golf 84 
(herhaalde) regel van Simpson 388 
hol 250 


horizontale asymptoot 33 
horizontale buig-raaklijn 251 
hyperbolische functie 266 
hyperbool 33 


imaginair deel 159 
imaginaire eenheid 158, 159 
imaginaire as 160 
impliciet 226 

integers 4 

integrand 343 
integratie-constante 348 
integratievariabele 343 
intervallen 6 

inverse functies $6 
invoerwaarde 78 
iteratieproces 324 


Jacquard, Joseph Marie 328 


kettingregel 204 

kleinste gemeenschappelijke 
veelvoud 11 

koorde 187 

kracht 402 

kromming 256 
kromtecirkel 257 

kubus 191 
kwadraatafsplitsingen 30 
kwadratische convergentie 
327, 332 

kwadratische functie 31 


Leibniz 202 
Leonardo Da Vinci 16 
Leonardo van Pisa 316 
Leonhard Euler 65 
limiet 131 


machtsverheffen 43 
Maple 283, 304, 315, 331 
mathematica 283, 301, 315, 332 
mathematische slinger 213 
matrix 49 
maximale uitwijking 84 
maximum 248 
meetkundig 108 
meetkundige reeks 112 
meetkundigerijen 106, 107 
merkwaardige producten 8 
methode van de kleinste 
kwadraten 49 
methode van Euler 359 


methode van Newton-Raphson 309 


methode van successieve 
substitutie 323 
middelpuntshoek 53 
minimum 248 

modulus 161 

modulus van het product 165 
modulus van het quotiënt 165 


n-faculteit 117 

Napier, John 65 

natuurlijke getallen 4 
natuurlijke logaritmen 44 
nauwkeurigheid 299 

Newton-Raphson, methode van 
309 

niet opgaande deling 13 


onafhankelijke variabele 78 
onbepaalde integraal 348 
ondergrens 343 

oneigenlijke integralen 357 
oneigenlijke machten 18 
oneindige discontinuïteit 140, 142 
oneindige intervallen 6 


limieten van coëfficiënten 136, 138 
limieten met goniometrische 
verhoudingen 139 
limieten van reeksen 146 
limietstellingen 242 
limiettypen 134 
lineaire convergentie 327 
lineaire functie 26 
lineaire groei 26 
linkerafgeleide 192 
linkerlimiet 130 
links-continu 153 
logaritme nemen 43 
logaritmische functie 47 
lokaal maximum 248 
lokaal minimum 248 


ontbinden in factoren 13 


opgaandedeling 12 
ophefbare discontinuïteit 152, 153 


oplossen van vergelijkingen 167 
origineel 77, 78, 93, 94, 96 
osculatiecirkel 257 


| 


parabool 29 

partiéle afgeleide 216 

Pascal binomiaalcoéfficiénten 120 
periode 58 

Pierre de Fermat 42 

positieve natuurlijke getallen 4 
priemgetal 51 

primitieve functie 348 
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product 8 
productformules 61 
productregel 198 


quotiéntregel 799 


raaklijnstuk 187 

radialen 53 

rationale getallen 4 
rechterafgeleide 192 
rechterlimiet 130 
rechthoekregel 349 
rechts-continu 153 
recurrente betrekking 113 
recursieformules 374 

reeksen 109 

reeks van Maclaurin 233 

reëel deel 159 

reéleas 161 

reële getallen 4 

regel van Simpson 386 

regels voor bepaalde integralen 
352 

regressielijn 49 
regressiemethode 49 
rekenkundige reeks 105, 108, 110 
rekenkundige rij 105 
rekenregels 133 

rekenregels voor primitiveren 350, 
366 

relatieve verandering 183 
Richardsoncorrectie 397 
richtingscoéfficiént 26, 174, 187 
Riemannintegraal 343 
Riemannsom 342 

rij van Fibonacci 113 

rijen 104 


samengestelde functie 82 
Simpson, regel van 386 

sinus 53 

sinushyperbolicus 266 
sinusregel 55 

slingerproef 212 

som- en verschilformules 60 
somformule 110 

Sonya Kovaleski 387 

Sophie Germain 421 
spreadsheetprogramma 283, 287, 
291 

sprongdiscontinuiteit 152, 154 
staartdeling 12 


stamintegralen 348 
standaardafgeleide 190, 208 
standaardfuncties 76 
standaardintegralen 374 
statisch moment 413, 417 
stelling van Clairaut 220 
stelling van Euler 165 
stijgend 247 

stopcriterium 317 
symmetrie-eigenschap 118 


tangens 54 
Taylorreeks 239 
tekenoverzicht 34 
tekenverloop 31 
termen 104, 109 

totale differentiaal 224 
trapeziumregel 384 
trillingstijd 84 
tweedegraadsfunctie 29 


uiterste waarden 248 


verandering 181 
vergelijking 76 
vermenigvuldigingstabellen 8 
verticale asymptoot 33 
verticale buig-raaklijn 251 
verzamelingnotatie 4 
verzamelingsymbolen 6 
vierkantsvergelijking 21 
Viète, François 42 
voortplantingssnelheid 84 


waterdruk 404 
weefgetouwen 328 

wet van Archimedes 311 
wet van Coulomb 307 
Wolfram, Stephen 303 
wortelongelijkheden 38 
worteltruc 138 
wortelvergelijkingen 38 


zoencirkel 257 
zuiver imaginair getal 159 
zwaartepunt vlakke figuur 413 
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wiskunde voor het hogeronderwijs is een gerenommeerde serie, bestaande uit vier delen. 


“Elk deel bestaat uit een leerboek en een uitwerkingenboek. 


Met deel O wordt de instroom vanuit de verschillende vooropleidingen lemon 
Deel 1 bevat de basisstof voor alle opleidingen. in het hoger beroepsonderwijs. Deel 2 
bouwt daarop voort met een serie specifieke onderwerpen voor diverse studierichtingen in 
het hoger beroepsonderwijs. In deel 3 komen meer specialistische onderwerpen aan de 
orde: Laplace-transformatie en Fourier-analyse. 


Wiskunde voor het hoger onderwijs stimuleert het verwerven van kennis en vaardigheden 
door de student te leren actief met de stof om te gaan. De methode heeft dan ook het 
karakter vaneen werkboek én van een naslagwerk. Het gemotiveerd en zelfstandig werken 
vande student is het uitgangspunt van de methode: praktijksituaties en veel functionele 
opdrachten іп de teksten vormen het fundament ervan. 


in deze zevende druk van Wiskunde voor het hogeronderwijs 1 zijnde didactische presenta: 
tie en de beoogde verwerking van de leerstof niet gewijzigd ten opzichte vande vorige 
druk. In de diverse hoofdstukken zijn in de eerste leereenheden meer eenvoudige vraag. 
stukken toegevoegd, Hoofdstuk 0 is verbeterd met het oog op de aansluitingsproblema- 
tiek In hoofdstuk 4 zijn enkele detenwan de stof volgens een vast schema behandeldin de 
hoop dat studenten dit navolgen bij het maken van de opgaven. Op een aantal plekken is 
een voorbeeld gegeven van een mindmap; een nog relatief onbekend, maar probaat 
hulpmiddel bij het zich eigen maken уап leerstof, 


Wiskunde voor het hogeronderwijs Biedt, door de gehanteerde methodiek en ordening van 


de leerstof, de docent de mogelijkheid om їп een eigen studiewijzer of moduulhandleiding = 


snel еп bondig hetleerpad voor de studenten aan te geven. Het oplossen van praktische 
problemen vindt plaats door het gebruik van compüteralgebrapakketten, zoals Derive, 
Maple еп Mathematica. Waar dat zinvol is wordt gebruik gemaakt van het spreadsheet- 
programma Excel. 


